
 

 

求解 Merton 跳扩散模型的隐显 BDF2 方法 
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摘  要: Black-Scholes 期权定价方程是现代金融理论最伟大的成就之一 , 推动了全球金融市场的发展. 本文以

Merton 提出的带有跳扩散过程的偏积分微分方程为研究对象, 对空间微分算子使用有限差分方法离散. 由于空间积分算

子的非局部性质, 为减少工作量, 采用显式时间离散进而推导了二阶变步长隐显 BDF 方法, 并通过数值例子验证了该方

法的有效性.   
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Abstract: Black-Scholes option pricing equation is one of the biggest achievements in modern financial theory. In this paper, we 
studied the partial integro-differential equation with jump-diffusion process proposed Merton. The discretization of spatial differential 
operators is by finite difference method. In view of the non-local property of the spatial integral operator, we use explicit time 
discretization for reducing the compute cost. We further derived the variable step-size IMEX-BDF2 method for solving Merton 
jump-diffusion model. Numerical example illustrates the effectiveness of the proposed method. 
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期权定价是近十几年来金融学的重要组成部分, 促进了全球金融市场的发展, 被认为是现代金融学

的五大模块之一[4, 6, 7]. 现代期权理论最早出现于 1973 年, 美国芝加哥大学的教授 Fisher Black 和 Myron 

Scholes[1]提出了基于不支付红利的股票的任何一种衍生证券的价格必须满足的一个微分方程:  
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其中 V 表示期权的收益, S 表示股票的价格, K 表示股票的执行价格, r 表示无风险利率,  表示波动率.  

(1)就是著名的 Black-Scholes 期权定价公式, 为投资者提供了适用于股票的任何衍生证券且计算方便

的定价公式, 二人因此而获得了诺贝尔经济学奖[2,3]. 大量关于期权定价的文献都是假定期权所依赖的股

票价格服从跳—扩散过程, 如 Jarrow 和 Jones[11] (1984)、Bates[12](1988)等, 这些文献中都假定跳跃过程为

泊松过程; Laland[8](1985)在交易费用的条件下对欧式看涨定价问题做了分析和研究. John C.Hull [11] (1987)

和 Heston Steven[5](1993)在股票满足随机波动率的条件下对欧式看涨期权定价问题做了分析和研究. 早期

学者对跳跃模型定价的研究大多是使用有限差分或有限元方法, Zhang[9](1997)研究了 Merton 跳扩散模型

的美式期权定价, 在时间上的离散, 对积分采用隐—显格式, 虽然这种方法可以减小计算量, 但是导致其

时间步长上的稳定性受限制, 且只有一阶精度. 21 世纪, 跳—扩散模型下的期权定价成为金融市场的研究
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热点. 由于偏积分微分问题中包含了无穷积分项, 给这个模型的数值计算带来了一定的困难[10](2004). 近

年来 Guo and Wang[13,14] (2014)提出了两种求解非线性期权定价方程的方法, 尤其是针对于 Merton 跳扩散

模型. Wang and Chen[15, 17](2017)使用间断Galerkin方法求解Merton跳模型, 并根据方程的特性设计了一个

多重网格方法来求解代数系统.  

本文在上述文献的基础上, 利用隐—显二阶变步长 BDF 方法直接求解 Merton 跳—扩散模型对应的偏

积分微分方程.  

1 方程空间离散 

先引入期权定价中 Merton 跳—扩散模型对应的偏积分微分方程(PIDE):  
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其中 = ; ( , ) ( , ) ; ln ,xT t u x V T t e x S     即为股票价格的对数; ln , ( 1) , ( )y Y E Y f y   为随机变

量 lny Y 的概率密度函数, 这里的 1Y  是一个对冲函数, 且 0   y .  

为了便于更直观地对方程(2)进行分析, 将空间微分积分算子分成两部分[16], 令 
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记 ( , )i iu u x , 则空间微分部分可以写为  
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将上述方程化简得 
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令 1 2 1( , , ) T
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系数矩阵 D 是一个三对角矩阵, 且对 1, 2, , 1 Λi m , 非对角线元素为 
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对于空间积分部分 
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 将空间积分项的区域分成两个部分, 即
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利用复合梯形求积公式得 
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在 \  上, 根据欧式看涨期权边界条件的特点, 积分项可以写为  
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同理, 在 \  上, 根据欧式看跌期权边界条件的特点, 积分项可以写为 
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结合(6)、(7)两式, 在ϒ上, 欧式看涨期权的积分项可离散为 
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其中 , 2
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2 方程时间离散 
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同理, 
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综上所述, 方程(3)经时间空间离散后得到  
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3 数值实验 

为了说明该方法的有效性, 进行了欧式看涨和期权的数值实验. 在欧式看涨期权数值算例中将设置

下列基准参数:  

max0.15, 0.05, 0.25, 100, 0.1, 0.5, 400Jr T K S         . 

在欧式看跌期权数值算例中将设置下列基准参数:  

max0.2, 0, 0.25, 100, 0.1, 0.45, 6Jr T K S         . 

具体的实验结果见表 1, 2.  

 



6                                           湖南理工学院学报(自然科学版)                                           第 31 卷 

 

 
 

N M S Compute Value Error Order Time ( s ) 
25 128 90 0.528889604 0.00125158  0.37803 
50 258 90 0.527815979 0.000177954 7.033165701 0.120286 

100 512 90 0.527673151 3.51267E-05 5.066.58259 0.595874 
200 1024 90 0.527646084 8.05937E-06 4.3584952 6.463674 
400 2048 90 0.527639977 1.95199E-06 4.128796299 53.43201 
800 4096 90 0.527638507 4.81829E-07 4.051208162 455.707518 
25 128 100 4.352323614 0.038922075  0.037803 
50 258 100 4.381683941 0.009561748 4.070602406 0.120286 

100 512 100 4.388866217 0.002379472 4.018432147 0.595874 
200 1024 100 4.390651622 0.000594067 4.005391716 6.463674 
400 2048 100 4.391097238 0.000148451 4.001760488 53.43201 
800 4096 100 4.391208582 3.71069E-05 4.000644041 455.707518 
25 128 110 12.63468047 0.008725367  0.037803 
50 258 110 12.64116189 0.002243942 3.888410295 0.120286 

100 512 110 12.64284187 0.000563962 3.978885706 0.595874 
200 1024 110 12.64326475 0.00014108 3.997460193 6.463674 
400 2048 110 12.64337057 3.52641E-05 4.00067267 53.43201 
800 4096 110 12.64339702 8.81468E-06 4.000611378 455.707518 

 
N M S Compute Value Error Order Time ( s ) 
25 128 90 9.28671311 0.001295  0.035163 
50 258 90 9.285604041 0.000186 6.963808 0.098961 

100 512 90 9.28545486 3.68E-05 5.055369 0.551959 
200 1024 90 9.285426506 8.43E-06 4.362689 6.087729 
400 2048 90 9.285420114 2.04E-06 4.133507 52.77531 
800 4096 90 9.285418577 5.03E-07 4.054234 458.0948 
25 128 100 3.110131076 0.038895  0.035163 
50 258 100 3.139467991 0.009558 4.069438 0.098961 

100 512 100 3.146646922 0.002379 4.017859 0.551959 
200 1024 100 3.148431793 0.000594 4.005108 6.087729 
400 2048 100 3.148877312 0.000148 4.00162 52.77531 
800 4096 100 3.148988637 3.71E-05 4.000574 458.0948 
25 128 110 1.392476578 0.008709  0.035163 
50 258 110 1.398943103 0.002243 3.883264 0.098961 

100 512 110 1.400621867 0.000564 3.976448 0.551959 
200 1024 110 1.401044747 0.000141 3.996264 6.087729 
400 2048 110 1.4011506 3.53E-05 4.000079 52.77531 
800 4096 110 1.401177063 8.82E-06 4.000317 458.0948 

 
由 Merton 跳—扩散模型的定价公式可计算出当时间 0t  时 , 欧式看涨期权分别在执行价格

90, 100, 110S  时的精确解为 

(0,90) 0.52763802476, (0,100) 4.391245689202, (0,110) 12.64340583395.V V V    

同理, 由 Merton 跳—扩散模型的定价公式可计算出当时间 0t 时, 欧式看跌期权分别在执行价格

90, 100, 110S  , 的精确解为:  

(0,90) 9.285418074148, (0,100) 3.149025738590, (0,110) 1.401185882783.V V V    

表 1, 2 分别给出了在非一致网格上欧式看涨和看跌期权分别在 90, 100, 110S  处期权的价值

(Compute Value)、误差(Error)、和比率 ( )R , 并给出了该方法在求解线性方程组的过程中花的时间(Time), 

表中第一列 N 表示时间网格节点的个数, 第二列 M 表示空间网格节点的个数.  

本文以 Merton 提出的带有跳—扩散过程的偏积分微分方程为研究对象, 进行了空间和时间离散. 空

间上采用有限差分的方法去逼近微分算子, 时间上为了减少工作量, 积分上进行显式离散, 微分算子用隐 

(下转第 25 页) 

表 1  二阶变步长 BDF 方法解非一致网格欧式看涨期权

表 2 二阶变步长 BDF 方法解非一致网格欧式看跌期权
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式离散, 进而详细地推导了隐—显二阶变步长 BDF 方法. 这样做的好处在于能够保证其稳定性的同时也

提高其计算速度. 因为若采用全隐的方法则必须解一个具有满矩阵的线性代数方程系统, 工作量相当大, 

同时全显的方法的稳定性也不好, 并且它的步长必须取得非常小, 这样也会增加计算量. 最后通过数值例

子可以发现: 当网格成倍数加密时, 误差成 3~4 倍减小, 并且该方法在减小工作量的同时也能够达到二阶

精度. 数值例子也验证了该方法的有效性.  
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