
 

 

涉及两个四面体的棱长与体积的三类不等式 
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摘  要: 给出了联系两个四面体的棱长与体积的三类不等式, 从而推广并改进了相关文献中的结果. 
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Abstract: In this paper, we give three kinds of inequalities associated with edge lengthes and volumes of two tetrahedrons, 
accordingly, they have generalized and improved the results in some related papers. 
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0  引言 

设 , , ,a b c  , , , ,a b c    分别表示 ABC 与 A B C   的三边长与面积, 则有 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 16H a b c a b c a b c a b c            ≥ .                 (1) 

等式成立当且仅当 ABC A B C    . 

不等式(1)即著名的的 Pedoe 不等式[1~3], 它是第一个涉及两个三角形的不等式. 文[4]、[5]、[6] 、[8]

先后将 Pedoe 不等式推广到了两个四面体的棱长与体积. 本文推广和改进了文[4]、[5]、[6] 、[8]中的主

要结果, 得到涉及两个四面体的棱长与体积的三类不等式. 

1 主要结果 

为行文方便 , 约定 : ,ia V 与 , ( 1, 2, , 6)ia V i    分别为四面体 1 2 3 4A A A A 与 1 2 3 4A A A A    的棱长和体

积 , , ,i i i   为四面体 1 2 3 4A A A A 顶点 iA 处的三个面角 , , ,i i i     为 1 2 3 4A A A A    顶点 iA 处的三个面角

( 1, 2, 3, 4)i  , , ( 0 , 2)   , [ 2, 3]r , 再记 
6 66 6

1 1 1 1

( , ) ( ), , ,r i j i i i
i j i i

H a a ra P a P a   
   

           

, ,
2 2

i i i i i i
i iM M             

4 41 1
48 48

1 1

csc , csc , , { , , } {1, 2, ,6}.i j k
i i

i i i j k

a a a
M M i j k

a a a

  

    
 

   
    

     

易 知  共 有 3
6 20C  个 值 , 依 次 记 为 1 2 20, , , ,   并 记

1
6

21 ( ) ,P
P



  1 2 21min{ , , , },u      

1 2 21max{ , , , }.v      
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本文的主要结论是 

定理 1 对两个四面体 1 2 3 4A A A A 与 1 2 3 4A A A A    , 当 , (0,2)   , [2,3]r 时, 有 
21 1 2

3 6 3 3 6 3( , ) 3(6 )[72 ( ) 72 ( ) ]r
p pH V V
p p

    
 

             


≥ .             (2) 

等式成立当且仅当两个四面体均为正四面体. 

定理 2  对两个四面体 1 2 3 4A A A A 与 1 2 3 4A A A A    , 当 , (0,2)   , [2,3]r 时, 有 
2 2

13 3 3 32 2( , ) 3(6 )[72 ( ) 72 ( ) ]H r V V
   

                   ≥ .         (3) 

等式成立当且仅当两个四面体均为正四面体. 

定理 3 对两个四面体 1 2 3 4A A A A 与四面体 1 2 3 4A A A A    , 当 [ , ],u v [2,3]r 时,有 
2 2

13 3 3 32 2( , ) 3(6 )[72 ( ) 72 ( ) ]rH r V V
   

                  ≥ .             (4) 

等式成立当且仅当两个四面体均为正四面体. 

2 几个引理 

引理 1[7] 设 , , ,a b c 与 , , ,a b c    分别表示 ABC 与 A B C   的三边长与面积, 则 
2 2

2 23 38[ ( ) ( ) ]a b c abcH abc a b c
       ≥ .                             (5) 

等式成立当且仅当 ABC A B C    . 

引理 2[9] 设 , , ,a b c 分别是 ABC 的三边长和面积,  表示 , ,a b c   (0 1) ≤ 组成的三角形的面积, 

则有 

13( )
4

 


 ≥ .                                    (6) 

等式成立当且仅当 a b c  . 

引理 3[10] 设四面体 1 2 3 4A A A A 棱长为 ia , 体积为V , 则有 
6 4 1

2 4

1 1

72 csci i
i i

a V M
 

  ≥ .                              (7) 

等式成立当且仅当 1 2 3 4A A A A 为正四面体. 

引理 4[5] 设四面体 1 2 3 4A A A A 各顶点所对面的面积为 1S , 2S , 3S , 4S , 则有 

144 48 13
3 12

4
1 1

3 csc
2i i

i i

S V M
 

 ≥ .                            (8) 

等式成立当且仅当 1 2 3 4A A A A 为正四面体. 

3 主要结果的证明 

定理 1 的证明 设 ia 在四面体 1 2 3 4A A A A 中的对棱为 ib , 面 k , k 的三边长分别为 1ka , 2ka , 3ka 与

1ka , 2ka , 3 ( 1, 2, , 6; 1, 2, 3, 4) .ka i k   在 ABC 与 A B C   中, 由引理 1 及引理 2 可得 

( ) ( ) ( )a b c a b c a b c a b c                     ≥  

3 3
2 2

33

( ) ( )3 16 16[ ( ) ( ) ].
2 3 3

( )( )

a b c abc

a b cabc


 

 
 

     
  

                       (9) 

现对四面体 1 2 3 4A A A A , 1 2 3 4A A A A   的三角形侧面 kS , ( 1, 2, 3, 4)kS k  应用不等式(9), 共得四个不等式, 将

其相加并凑项, 得 
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6 6 6 6 6
12 2

1 1 1 1 1

3 16 16( ) [( ) ( ) ] (3 ) ,
2 3 3i j i k k k k i i i i

i j k i i
a a ra S S a b r a a

 
         

    

           ≥          (10) 

其中
1

1 2 3 3

1 2 3

( )
[2,3], [ ] ( 1, 2, 3, 4).

( )
k k k

k
k k k

a a ar k
a a a




  

    

利用算术−几何不等式及引理 3, 有 
6 1 1

6 6 3

1

6 ( ) 6 ( )i i
i

a a p p p p p


     



    ≥ ≥  

41 1
26 34

1

6( ) (72 csc )i
i

p p V M


 



   
421

3 6 3 12

1

6 72 ( ) csc .i
i

p p V M
  

 



                (11) 

同理 
46 1 2

3 6 3 12

1 1

6 72 ( ) csc ,i i i
i i

a a p p V M
  

   

 

       ≥                       (12) 

46 21
3 6 3 12

1 1

6 72 ( ) csc ,i i i
i i

a b p p V M
  

   

 

     ≥                       (13) 

46 1 2
3 6 3 12

1 1

6 72 ( ) csc .i i i
i i

a b p p V M
  

   

 

       ≥                       (14) 

注意到 
4 11

64

1

( ) ( ) ,k
k

p p  



  

由算术−几何不等式及引理 4, 有 
4 44 11

62 2 4 2 4

1 1 1

3 16 3 16 16( ) ( ) 4( ) 6( ) ( ) ( )
2 3 2 3 3k k k k k

k k k

S S p p S
   

     

  

   ≥ ≥  

14 4 21 8 113
6 3 3 6 32 12 4

4
1

16 36( ) ( ) ( csc ) 6 72 ( ) .
3 2 i

i

p p V M p p V
  

     



                   (15) 

同理  
4 1 2

1 3 6 32

1

3 16( ) 6 72 ( ) .
2 3 k k

k
S p p V

 
     



       ≥                       (16) 

由以上七式得 
4 46 6 2 1 2 1

3 3 6 3 3 612 12

1 1 1 1

( ) 3 [72 ( ) csc 72 ( ) csc ]i j i i i
i j i i

a a ra V p p M V p p M
     

       

   

                ≥  

4 42 1 2 1
3 3 6 48 3 3 6 48

1 1

6 [72 ( ) csc 72 ( ) csc ]i i
i i

V p p M V p p M
     

    

 

              

4 422 1 1
3 3 6 3 3 612 12

1 1

3(3 ) [72 ( ) csc 72 ( ) csc ] ,i i
i i

V p p M V p p M
    

     

 

              

故  
6 6

1 1

( )i j i
i j

a a a  
 

   ≥  

2 1 2 1
3 3 6 3 3 63(6 ) 72 ( ) 3(6 ) 72 ( )V p p V p p
   

                       ≥  
2 1 2 1

3 3 6 3 3 63(6 )[ 72 ( ) 72 ( ) ] .
p pV V
p p

    
 

           


 

从而得不等式(2). 由引理及算术−几何不等式中等式成立的条件知, (2)式中等式成立当且仅当两个四面体

均为正四面体.
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定理 2 的证明 令 ,  ( 1, 2, , 6),i ia a i   V V  , 由文[5]中定理 10, 则有 

 
2

2 23 326 (6 ) 72 ( ) ( ) ,i ir V a r a
 

           ≤                        (17) 
2

2 23 326 (6 ) 72 ( ) ( ) .i ir V a r a
 

        ≤                       (18) 

现记 

1( )
,

( )
i j k

n n n
i j k

a a a
D a a

a a a

  
 

    
   

  
 

, 

其中 1, 2, , 6n   ;{ , , , , , } {1, 2, , 6}i j k i j k     . 容易验证 

0,i j kD D D                                    (19) 

从而由 (17), (18), (19)及 Cauchy 不等式, 得 
2 2

13 3 3 32 22 6(6 )[ 72 ( ) 72 ( ) ]H r V V
   

                   ≥  

2 2 1 2 22 [ ( ) ] [ ( ) ]i i i iH a r a a r a   
          

6 6
2 2

1 1

( )n n
n n

r D D
 

     

2 2 2 2 2 2 2( ) ( )i j k i j k i j kr D D D D D D D D D             2 2 2( ) 0.i j kr D D D ≥ ≥  

不等式(3)得证. 由文[5]中的定理 10 及 Cauchy 不等式中等式成立的条件知, 等式成立当且仅当两个四面

体均为正四面体. 

定理 3 的证明 由定理 2 可知, 
2 2

3 3 3 32 213(6 )[ 72 ( ) 72 ( ) ],H r u V Vu
   

               ≥                 (20) 

2 2
3 3 3 32 213(6 )[ 72 ( ) 72 ( ) ].H r v V Vv
   

               ≥                  (21) 

又因为 [ , ]u v , 所以存在 [0,1]  , 使得 (1 )u v     , ( 20)   ( 21) (1 )  , 得 
2 2

3 3 3 32 213(6 )[ 72 ( ) ( ) 72 ( ) ].H V Vu v
   


                  ≥             (22) 

因为 

1( )u v
    1[ (1 ) ] ( )u v u v

         

2 2(1 ) (1 ) ( )u v
v u        2 2(1 ) 2 (1 ) 1       ≥ , 

所以 

1 1
u v
 


 ≥ . 

代入式(22)即得不等式(4), 从而定理 3 得证. 

4 几个推论 

由算术−几何不等式及定理 1, 可得 

推论 1 对四面体 1 2 3 4A A A A 与四面体 1 2 3 4A A A A    , 在定理 1 相同的条件下, 有 
1 1

6 3 2( , ) 6( 6 ) 72 ( ) ( ) .rH V V
 

       


    ≥                       (23) 

等式成立当且仅当两个四面体均为正四面体. 

不等式(23)是文[5]中的主要结果. 

在式(23)中, 取 3  及 2  , 并注意到 
1
2( ) 1   ≥ , 得到文[6]中的两个不等式 

1
6 3

3( , ) 18 72 ( )H V V
 

  


 ≥ , 
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1
6 3

2( , ) 24 72 ( )H V V
 

  


 ≥ . 

因为 1, 1  ≥ ≥ , 由定理 1, 有 

推论 2 对四面体 1 2 3 4A A A A 与四面体 1 2 3 4A A A A    , 在定理 1 相同的条件下, 有 
21 1 2

3 6 3 3 6 3( , ) 3(6 ) [72 ( ) 72 ( ) ]
p pH V V
p p

    

           


≥ .                (24) 

等式成立当且仅当两个四面体均为正四面体. 

在式(24)中, 取 3  及 2  , 得到文[4]中的两个不等式 
21 1 2

3 6 3 3 6 3
3( , ) 9[72 ( ) 72 ( ) ]

p pH V V
p p

    

        


≥ , 

21 1 2
3 6 3 3 6 3

2( , ) 12[72 ( ) 72 ( ) ]
p pH V V
p p

    

        


≥ .                    (25) 

(25)是文[8]的主要结果. 

因为 2 2( ) 1, ( ) 1


  ≥ ≥ , 由定理 2, 有 

推论 3 对四面体 1 2 3 4A A A A 与四面体 1 2 3 4A A A A    , 在定理 2 相同的条件下, 有 
2 2

13 3 3 3( , ) 3(6 ) (72 72 )H r V V
   

          ≥ .                     (26) 

等式成立当且仅当两个四面体均为正四面体. 

在式(26)中, 取 3  及 2  , 得到文[4]中的两个不等式 
2 2

13 3 3 3
3( , ) 9(72 72 )H V V

   
        ≥ , 

2 2
13 3 3 3

2( , ) 12(72 72 )H V V
   

        ≥ . 

因为 2 2( ) 1,( ) 1


  ≥ ≥ , 由定理 3, 有 

推论 4 对四面体 1 2 3 4A A A A 与四面体 1 2 3 4A A A A    , 在定理 3 相同的条件下, 有 
2 2

13 3 3 3( , ) 3(6 ) (72 72 )rH r V V
   

         ≥ .                    (27) 

等式成立当且仅当两个四面体均为正四面体. 

在式(27)中, 取 3  及 2  , 得到文[4]中的两个不等式 
2 2

13 3 3 3
3( , ) 9(72 72 )H V V

   
        ≥ , 

2 2
13 3 3 3

2( , ) 12(72 72 )H V V
   

        ≥ . 

从而本文的结论推广并改进了[4]、[5]、[6] 、[8]中的一些主要结果. 值得指出的是, 用类似的方法, 可

将本文给出的涉及两个四面体的棱长与体积的三类不等式, 推广到两个 n 维单形. 我们将另文再叙. 
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