
 

 

几个涉及一阶导函数的(α, m) -凸函数的积分不等式 

时统业, 徐建忠 
(海军指挥学院, 江苏 南京 211800) 

摘  要: 建立与(α, m)-凸函数的 Hermite-Hadamard 型不等式有关的并且涉及一阶导函数的积分恒等式. 利用这个恒等

式, 在一阶导函数的绝对值是(α, m)-凸函数和一阶导函数的绝对值有界两种情况下, 建立了一些积分不等式． 
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Abstract: Integral identity related to Hermite-Hadamard type inequality for (α, m)-convex functions and involving first-order 
derivative functions is established. With the help of this identity, some integral inequalities are obtained when the absolute value of 
the first derivative is (α, m)-convex function or the absolute value of the first derivative is bounded. 
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0 引言 

文[1, 2]引入了 m -凸函数的概念. 

定义 1[1, 2]  设 :[ 0, ]f b   , [0 ,1]m , 若对任意 , [ 0, ]x y b , [ 0 ,1]t , 有 

( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f tx m t y t f x m t f y   ≤ ,  

则称 f 为[0 , ]b 上的 m -凸函数． 

文[3]将 m -凸函数推广为 ( , )m -凸函数． 

定义 2[3]  设 :[ 0 , ]f b   , ( 0 ,1]  , ( 0 ,1]m , 若对任意 , [0, ]x y b , [ 0 ,1]t , 有 

( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f tx m t y t f x m t f y    ≤ ,  

则称 f 为[0 , ]b 上的 ( , )m -凸函数. 

文[4]在二阶导数的绝对值的 q 次幂为 m -凸函数的情况下, 给出了函数 f 在区间 [ , ]a b 上的算术平均

值与
( ) ( )

2
f a f b

差值的估计. 文[5]在二阶导数的绝对值的 q 次幂为 ( , )m -凸函数的情况下, 给出了函

数 f 在区间 [ , ]a mb 上的算术平均值与
( ) ( )

2
f a f mb

差值的估计. 文[6]在二阶导数的绝对值的 q 次幂为

( , )m -凸函数的情况下, 给出了函数 f 在区间[ , ]a mb 上的算术平均值与 ( )
2

a mbf  差值的估计. 文[7]在

一阶导数的绝对值的 q 次幂为 ( , )m -凸函数的情况下, 给出了函数 f 在区间 [ , ]a b 上的算术平均值与 f
在任意点处函数值的差值的估计. 关于 ( , )m -凸函数的其它结果还可参阅文[8~10]. 

设 0 1≤ ≤ , 0 1m ≤ , f 为[0, ) 上的 ( , )m -凸函数, 0 a b≤ , 则对于任意 [ , ]x a b , 有 

( ( )) ( (1 ) ( ))
1 1 1

m m mf a b f x m a b xm m m     
  

≤  
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( ) ( ) (1 ( ) ) ( )
1 1

m mf x m f a b xm m
    

 
. 

在上式中对 x 在 [ , ]a b 上积分得 

( 1)1 ( )d ( ( ))
1(1 ) ( 1)

b

a

m mf x x f a bb a mm m m m



 
 

    ≥ ．                   (1) 

基于对 ( , )m -凸函数的 Hermite-Hadamard 型不等式(1)的考虑, 容易用分部积分法建立下面的引理. 

引理  设 f 是[0, ]b 上的可微函数, 0 1≤ ≤ , 0 1m ≤ , 0 a mb  , f 在[ , ]a b 上可积, 则有 

1 [ ( ) ( )d ( ) ( )d ]
b

a
I c x f x x d x f x xb a




    

   ,  

其中 

(1 )1 ( )d ( ( ))
1(1 ) (1 )

b

a

m mI f x x f a bb a mm m m m



 
   

     

(1 )[ (1 ) ] ( ) ( )
2(1 ) (1 )

m m m f a f b
m m m m

 

 
   
  

,  

1 1[ (1 ) (1 ) ] (1 ) [ (1 ) ]
( ),

1 2[ (1 ) (1 ) ]
m m m a m m m bm a b cm m m m m

   

 
         

   
,  

1 1(1 )[ (1 ) ] [ (1 ) (1 ) ]
2[ (1 ) (1 ) ]

m m m a m m m bd
m m m m

   

 

       
  

． 

本文利用该引理, 分别在一阶导数的绝对值为 ( , )m -凸函数、一阶导数的界为已知的情况下, 给出

与式(1)有关的差值估计．通篇假定 a b . 往后的讨论中将继续沿用引理中的记号. 容易验证 c a≤ , 

d b≥ , c d a b   . 当 1m  时, I 即为 f 在区间[ , ]a b 上的算术平均值与 f 在区间[ , ]a b 中点处函数值的

差值．当 1  时, 将 I 的表达式记为 J , 亦即 

( ) ( )1 1 1( )d ( ( ))
2 1 2 2

b

a

f a f bm m mJ f x x f a bb a m m m
     

  . 

1 主要结果 

定理 1  设 f 是 [0, ) 上的可微函数, 0 1≤ ≤ , 0 1m ≤ , 0 a mb≤ ≤ , f 在 [ , ]a b 上可积. 

10 1 ≤ , 10 1m ≤ . 

(ⅰ) 若 | |f  是
1

[ , ]ba m 上的 1 1( , )m -凸函数, 则有 

11

1

121
1 1

1 2 11
1 1 11 1

( 3 2 2 ) ( )(2 1) ( )
| | | ( ) | | ( ) |

4 ( 1) ( 2 )2 ( 1) ( 2)
b ab a bI R f a R m f m




 

  





                   
≤ .       (2) 

(ⅱ)  若 | |f  是
1 1

[ min{ , },max{ , }]a ab bm m 上的 1 1( , )m -凸函数, 则有 

11

1

121
1 1

1 1 21
1 1 11 1

( 3 2 2 ) ( )( 2 1) ( )
| | | ( ) | | ( ) |

4 ( 1) ( 2)2 ( 1) ( 2)
b ab a aI R m f R f bm




 

  





                   
≤ .      (3) 

其中 

11 1
1 1 1

(1 )[ (1 ) ] ( ) 1
2( 1) [ (1 ) (1 ) ] ( 1) ( 2) ( )

m m m b aR
m m m m b a

 

     

     
      

 

1 1

1 1

1 1

1 1 1 12 2

( ) ( )
{ [ ( 2) ( 1) ] [ ( 3) ( 1) ]}

(1 ) 2
b ma b am a b a b

m

 

    
 

 
        


,  

1

2 2
1

2 2 1
1 1 1

(1 ) [ (1 ) ]( ) (1 ) ( ) 1
4( 1)[ (1 ) (1 ) ] 4(1 ) ( ) ( 1) ( 2) ( )

m m m b a m a bR
m m m m m b a b a

 

  

   

        
        
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11

1 1

11

1 1 1 12 2

( )( )
{ [ ( 2) ( 1) ] [ ( 3) ( 1) ]}

(1 ) 2
b ab ma m a b a b

m



    


 

        


. 

证明  当 0 a mb≤ ≤ 时, a b ≤ . 因 | |f  是
1

[ , ]ba m 上的 1 1( , )m -凸函数, 故对任意 [ , ]x a b , 有 

1 1
1 1

1 1

| ( ) | | ( ) | ( ) | ( ) | [1 ( ) ] | ( ) |b x x a b b x b x bf x f a m f a m fb a b a m b a b a m
           

   
≤ ,       (4) 

利用引理和式(4), 得 

1 2 1 3 4
1

1| | [ ( ) | ( ) | ( ) | ( ) |]bI I I f a m I I fb a m
   


≤ ,                       (5) 

其中 

1 1

1 11 2
1 1( ) ( ) d , ( ) ( ) d ,

( ) ( )

b

a
I x c b x x I d x b x x

b a b a
  

  
     

     

1 1

13
1 ( ) [ ( ) ( ) ]d ,

( ) a
I x c b a b x x

b a
  

    
   

1 1

14
1 ( )[ ( ) ( ) ]d

( )

b
I d x b a b x x

b a
 

 
    

  . 

利用定积分的性质可将 1I 和 2I 恒等变形为 

1 1 1

1

2 2
1

2

1 [ ( ) ( ) d ( ) ( ) d ( ) ( ) d ],
( )

a b a b

a ba a
I x a b x x a c b x x x c b x x

b a
  



 

        
     

1 1 1

1

1
2

2 2 2

1 [ ( ) ( ) d ( ) d ( ) ( ) d ]
( )

b b

a b a b a bI x d b x x b x x d b b x x
b a

   



          

     

1 1 1

1

1

2 2 2

1 [ ( ) d ( ) ( ) d ( ) ( ) d ],
( )

b b

a b a b a bb x x a c b x x x d b x x
b a

  



        

     

于是 

1 1

1

1 1

1 2

1 2 1
1 1

(2 1) ( )1 [ ( ) ( ) d
( ) 2 ( 1) ( 2)

b

a

b aI I a c b x x
b a

 


   

 



      
     

1

1

1

1 2 2

1
2 11 1

(2 1) ( ) (1 ) [ (1 ) ] ( )
( ) ( ) d ]

2( 1)[ (1 ) (1 ) ]2 ( 1) ( 2)a b
b a m m m b ax a b b x x

m m m m

   
   





          
      

1

1 1

1

1 12
1 1

( )1 { [ ( 2) ( 1) ]
( 1)( 2)( ) (1 )

b ma m a b
b a m



   
 




     

   
 

1

1

1

1 12

( )
[ ( 3) ( 1) ]}

2
b a a b



  



    ,                            (6) 

3 4 1 2( ) d ( )d ( ) ( ) ( )
b

a
I I x a x b x x a c b a I I




             

112 2 2 2
21 1 1

2
1 1 1

3 2 2 (1 )[ (1 ) ] ( ) (1 ) ( )
( )

4( 1) ( 2) 4( 1)[ (1 ) (1 ) ] 4(1 )
m m m b a m a bb a

m m m m m

  

 
  

  

           
      

 

1

1 1

1

1 12
1 1

( )1 { [ ( 2) ( 1) ]
( 1) ( 2) ( ) (1 )

b ma m a b
b a m



   
 




     

   
 

1

1

1

1 12

( )
[ ( 3) ( 1) ]}

2
b a a b



  



    .                           (7) 

综合式(5)~(7), 式(2)得证．类似可证式(3)． 

推论 1  设 f 是 [0, ) 上的可微函数 , 0 1≤ ≤ , 0 1m ≤ , 0 a mb≤ ≤ , f  在 [ , ]a b 上可积 , 

10 1m ≤ .



4                                           湖南理工学院学报(自然科学版)                                           第 31 卷 

 

(ⅰ) 若 | |f  是
1

[ , ]ba m 上的 1m -凸函数, 则有 

1 2 1
1

| | ( (1 ) )| ( ) | ( (1 ) ) | ( ) |
8 8

b a b a bI m Q f a m Q m f m
      ≤ . 

(ⅱ)  若 | |f  是
1 1

[min{ , },max{ , }]a ab bm m 上的 1m -凸函数, 则有 

1 1 2
1

| | ( (1 ) ) | ( ) | ( (1 ) )| ( ) |
8 8

b a a b aI m Q m f m Q f bm
      ≤ . 

其中 
2 2 2

1 3 2

[ (1 ) ] ( ) ( ) [ (7 4 ) (2 8 2 ) ]
4[ (1 ) (1 ) ] 24(1 ) ( )

m m b a a b m m b m m aQ
m m m m m b a

 

 
         
    

,  

2 2 2

2 3 2

[ (1 ) ] ( ) ( ) [ (2 8 2 ) (7 4 ) ]
4[ (1 ) (1 ) ] 24(1 ) ( )

m m b a a b m m b m m aQ
m m m m m b a

 

 
         
    

. 

证明  在定理 1 中取 1 1  即可. 

注  在推论 1 中取 1m  可得到文[11]中定理 2.2 关于函数 f 在区间[ , ]a b 上的算术平均值与 f 在区间

[ , ]a b 中点处函数值的差值估计． 

推论 2  设 f 是[0, ) 上的可微函数, 0 1m ≤ , 0 a mb≤ ≤ , f 在 [ , ]a b 上可积, 10 1m ≤ . 

(ⅰ) 若 | |f  是
1

[ , ]ba m 上的 1m -凸函数, 则有 

1 2 1
1

| | ( (1 ) ) ( ) ( (1 ) ) | ( ) |
8 8

b a b a bJ m Q f a m Q m f m
       ≤ . 

(ⅱ)  若 | |f  是
1 1

[min{ , },max{ , }]a ab bm m 上的 1m -凸函数, 则有 

1 1 2
1

| | ( (1 ) ) | ( ) | ( (1 ) ) | ( ) |
8 8

b a a b aJ m Q m f m Q f bm
      ≤   . 

其中 
2 2 2

1 3 2

( ) [ (7 4 ) ( 2 8 2 ) ]
8 24(1 ) ( )

a b m m b m m ab aQ m m b a
      

 
 ,  

2 2 2

2 3 2

( ) [ (2 8 2 ) (7 4 ) ]
8 24(1 ) ( )

a b m m b m m ab aQ m m b a
      

 
 . 

证明  在推论 1 中取 1  即可． 

定理 2  设 f 是 [0, ) 上的可微函数 , 0 1≤ ≤ , 0 1m ≤ , 0 a mb≤ , f 在 [ , ]a b 上可积 , 

10 1 ≤ , 10 1m ≤ . 若 | |f  是
1

[ ,max{ , }]a b m
 上的 1 1( , )m -凸函数, 则有 

2

12
1 1

( )
| | ( (1 ) )| ( ) |

(1 ) ( 1) ( 2) ( )
mb aI m L f a

m b a 
   

   
≤  

2

22
1 1

( )
( (1 ) )| ( ) |

(1 ) ( 1) ( 2) ( )
b ma m L f b

m b a 
   

   
 

3 12
11 1

1 2[ ( ) ( ) (1 ) ] | ( ) |
4 (1 ) ( 1) ( 2)

b a m L m f mm


 
   

  
.                  (8) 

其中 

1 22 1 2 1
1 1

[ (1 ) ]( ) [ (1 ) ] ( )
,

2 ( 1) [ (1 ) (1 ) ] 2( 1)[ (1 ) (1 ) ]
m m mb a m m b maL L

m m m m m m m m

   

     
      

       
,  

2 2 2
1

3 2 2
1 2 1

[ (1 ) ]( )(1 ) ( ) (1 ) ( ) 4
4(1 ) ( ) (1 ) ( 1) ( 2) ( ) 2 ( 1)[ (1 ) (1 ) ]

m m b am a b m a b abL
m b a m b a m m m m

 

 


  
        

         
. 
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证明 对任意 [ , ]x a  , 有 

1 1
1 1

1 1

| ( ) | | ( ) | ( ) | ( ) | [1 ( ) ] | ( ) |
x xx a xf x f a m f a m fa a m a a m

    
   
         
   

≤ .       (9) 

对任意 [ , ]x b , 有 

1 1
1 1

1 1

| ( ) | | ( ) | ( ) | ( ) | [1 ( ) ] | ( ) |
x x xb xf x f b m f b m fb b m b b m

     
   

         
   

≤ .       (10) 

利用引理和式(9)、式(10), 得 

1 2 3 1
1

1| | ( | ( ) | | ( ) | | ( ) |)I K f a K f b K m fb a m
   


≤ ,                    (11) 

其中 

1 1

1 11 2
1 1( ) ( ) d , ( ) ( ) d

( ) ( )

b

a
K x c x x K d x x x

a b
  

  
 

 
     

   ,  

1 1

13
1 ( )[ ( ) ( ) ]d

( ) a
K x c a x x

a
  

  


     
  1 1

1

1 ( ) [ ( ) ( ) ]d
( )

b
d x b x x

b
 

 
 


   

  . 

利用定积分对区间的可加性, 可得 

1 1

11
1 [ ( ) ( ) d ( ) ( ) d ]

( ) a a
K x a x x a c x x

a
  

  


      
    

1 1

(1 )[ (1 ) ] ( )
{ }

(1 ) ( 1) ( 2) (1 ) 2[ (1 ) (1 ) ]
m m m b amb a mb a

m m m m m m

 

  
     

      
.             (12) 

类似可得 

2
1 1

(1 )[ (1 ) ] ( )
{ }

(1 ) ( 1) ( 2) (1 ) 2[ (1 ) (1 ) ]
m m m b ab ma b maK m m m m m m

 

  
     

      
,          (13) 

3 1 2( )d ( ) d ( )
b

a
K x c x d x x K K




         

1 2[ ( ) ( ) ]d [ ( ) ( )]d ( )
b

a
x a a c x d b b x x K K




            

2 2
1 2

1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

a b a c b a K K           

2 2
1 2

1 1[ ( ) ] [ ( ) ] ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

a b b a a b b a a c b a K K                

2 2
2

2 2
1 2

(1 ) ( )1 2[ ]( )
4 (1 ) ( 1) ( 2) 4(1 )

m a bb a
m m 

    
   

 

22 2 2
1

2
1 2 1

(1 )[ (1 ) ] ( )(1 ) ( ) 4(1 )
(1 ) ( 1) ( 2) 2( 1)[(1 ) (1 ) ]

m m m b am a b m ab
m m m m m

 

 


  
       

      
.             (14) 

综合式(11)~(14), 式(8)得证． 

推论 3  设 f 是[0, )  上的可微函数, 0 a b  , f 在[ , ]a b 上可积, 10 1 ≤ , 10 1m ≤ . 若 | |f 

是
1

[ , max{ , }]a b m
 上的 1 1( , )m -凸函数, 则有 

1| ( ) d ( )|
2

b

a
a bf x x fb a


  ≤  

1 1 1
1 1 1

[| ( ) | ( 3) ( ) | ( ) |]
4 ( 1) ( 2) 2

b a a bf a m f f bm  
    

 
. 

证明  在定理 2 中取 1m  即可. 

推论 4  设 f 是 [0, )  上的可微函数 , 0 1m ≤ , 0 a mb≤ , f 在 [ , ]a b 上可积 , 10 1 ≤ , 

10 1m ≤ ．若 | |f  是
1

[ , max{ , }]a b m
 上的 1 1( , )m -凸函数, 则有 
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2

12
1 1

( )
| | ( (1 ) ) | ( ) |

(1 ) ( 1) ( 2) ( )
mb aJ m L f a

m b a 
   

   
≤  

2

22
1 1

( )
( (1 ) )| ( ) |

(1 ) ( 1) ( 2) ( )
b ma m L f b

m b a 
   

   
 

3 12
11 1

1 2[ ( ) ( ) (1 ) ] | ( ) |
4 (1 ) ( 1) ( 2)

b a m L m f mm


 
   

  
, 

其中 

1 2
1 1

,
2 (1 ) ( 1) 2 (1 ) ( 1)

mb a b maL Lm m m m 
  

   
, 

2 2 2
1

3 2 2
11 2

[(1 ) ]( )(1 ) ( ) (1 ) ( ) 4
4 ( 1)4(1 ) ( ) (1 ) ( 1) ( 2) ( )
m m b am a b m a b abL mm b a m b a

 
 

        
     

. 

证明  在定理 2 中取 1  即可． 

定理 3  设 f 是[0, )  上的可微函数, 0 1≤ ≤ , 0 1m ≤ , 0 a mb≤ ≤ , f 在[ , ]a b 上可积．若存

在常数 M1, M2, 使得 1 2M f M≤ ≤ , 则有 

1 2
1

(1 ) ( ) ( )
| |

4 (1 ) [ (1 ) (1 ) ]
m a b M MI

m m m m m  

  
   

≤  

2 1
2

( ) ( ) (1 ) ( ) (1 ) ( ) 2( (1 ) )
{1 [ ]}

8 (1 ) ( ) (1 ) (1 )
b a M M m a b m a b m m

b a m b a m m m m

 

 
        

     
.          (15) 

证明  由引理, 有 

2 1 1 2 1 1 2 2M J M J I M J M J ≤ ≤ ,                             (16) 

其中 

1 2
1 1( )d , ( )d

b

a
J c x x J d x xb a b a




   

   . 

式(16)等价于 

1 2 1 2 2 1 2 1
1 1| ( ) ( ) | ( ) ( )
2 2

I M M J J M M J J    ≤ .                    (17) 

2 2 2 2 2 2
1 2

1 1[ ( ) ( ) ( ) ( ) ] [ ( ) ( ) ]
2 ( ) 2( )

J J c a c d d b d cb a b a                
 

 

1

(1 ) ( )1 ( ) ( 2 )
2( ) 2(1 ) [ (1 ) (1 ) ]

m a bd c a bb a m m m m m   
    

    
,              (18) 

2 2
2 1

2 2

1 [ ( )d ( )d ( )d ( )d
a b a bb b

a b a b a
J J d x x d b x b x x a x xb a 

 

          
      

2
2 2

2

( )1( )d ( )d ] [ ( ) ( ) ( 2 )d ]
4

a b a b

a ba

b ac a x c x x b a a c a b x xb a




 



          
    

2

(1 ) ( ) (1 ) ( ) 2( (1 ) )
[ ]

4 4 (1 ) ( ) (1 ) (1 )
m a b m a b m mb a

m b a m m m m

 

 
       

    
.              (19) 

综合式(17)~(19), 式(15)得证． 

推论 5  设 f 是[0, )  上的可微函数, 0 1≤ ≤ , 0 a b≤ , f 在[a, b]上可积．若存在常数 M1, M2, 

使得 1 2M f M≤ ≤ , 则有 

2 1( ) ( )1| ( )d ( ) |
2 8

b

a

b a M Ma bf x x fb a
 

  ≤ .                     (20) 

证明  在定理 3 中取 1m  即可． 

推论 6  设 f 是[0, ＋∞)上的可微函数, 0 1m ≤ , 0 a mb≤ , f 在[ , ]a b 上可积.  若存在常数 M1, 

M2, 使得 1 2M f M≤ ≤ , 则有                                                     (下转第 35 页) 
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4 结束语 

针对样本类部分不均衡的昂贵多目标优化问题, 本文提出了一种基于 LLE 降维的 Pareto 优劣性预测

方法. 该算法可以在降维的过程中, 把部分不均衡的类均衡地分布到降维后的空间中, 从而提高 Pareto 优

劣性预测的正确率. 同时, 在降维的基础上进行 Pareto 优劣性预测, 降低了计算复杂度, 节省了大量的时

间成本和财务成本. 
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