
 

 

局部分数阶积分下带有参数的 Ostrowski 型不等式 
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摘  要: 通过建立关于局部分数阶积分的恒等式, 利用广义凸函数的定义和广义 Hölder 不等式, 分别在 ( )| |f  是广义

凸函数和 ( )| |qf  是第二种意义下广义 -s 凸函数的情况下, 得到了一些 Ostrowski 型不等式． 
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Abstract: By establishing an identity involving local fractional integral, using the definition of generalized convex functions 

and generalized Hölder inequality, some Ostrowski type inequalities were obtained in the case of ( )| |f   being generalized convex 

function and ( )| |qf   being generalized s-convex function in the second sense, respectively. 
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引言 

设 f 是[ , ]a b 上的可微函数, 且 | |f M ≤ , 则有 
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式(1)称为 Ostrowski 不等式[1]．有关 Ostrowski 不等式的结果可见文[2~10]. 

近年来, 分形理论在科学工程领域有非常广泛的应用. 文[11]系统阐述了建立在分形空间上的局部分

数阶微积分的相关理论．设 (0 1)  ≤ 是分形实线的 型集合, , ,a b c    , 则在这个分形集中有

如下运算律:  

1) a b    , a b   ;  

2) ( ) ( )a b b a a b b a            ;  

3) ( ) ( )a b c a b c          ;  

4) ( ) ( )a b b a ab ba        ;  

5) ( ) ( )a b c a b c      ;  

6) ( )a b c a b a c         ;  

7) 0 0a a a        , 1 1a a a      . 
下面使用 Gao-Yang-Kang 的方法来描述局部分数阶导数和积分． 

定义 1[11]  设 :f   是不可微函数, 如果对任意 0  , 存在 0  , 使得当 0| |x x   时, 有
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0| ( ) ( ) |f x f x   , 则称 f 在点 0x 处局部分数阶连续 . 若 f 在区间 I   上局部分数阶连续 , 则记

( )f C I . 

Gamma 函数由 1

0
( ) edt ut u u

     定义. 

定义 2[11]  设 ( , )f C a b , 则 f 在点 0x 处的局部分数阶导数定义为 

0
0

( ) 0

0

(1 ) ( ( ) ( ) )d ( )
( ) | lim

d ( )x x x x

f x f xf xf x
x x x




 


 

  
 


. 

若对任意 x I  时存在 ( )( )f x , 则记 ( )f D I ． 

定义 3[11]  设 [ , ]f C a b , 则 f 在区间[ , ]a b 上的 α阶局部分数阶积分定义为 
1

( )

0
0

1 1( ) ( ) (d ) lim ( ) ( )
(1 ) (1 )

Nb

a b j ja t j
I f x f t t f t t  

 


  

  
     ,  

其中 0 1 1N Na t t t t b      , 1 ( 0 ,1, , 1) j j jt t t j N     , 
1 2 1max{ , , , }Nt t t t      . 

规定当 a b 时, ( ) ( ) 0a bI f x  ; 当 a b 时, ( ) ( )( ) ( )a b b aI f x I f x   . 若对任意 [ , ]x a b 存在 ( ) ( )a xI f t , 

则记 ( )[ , ]xf I a b ． 

引理 1[11]  (1) 设 ( )( ) ( ) [ , ]f x g x C a b
  , 则 ( ) ( ) ( ) ( ) .a bI f x g b g a    

(2)  设 , [ , ]f g D a b 且 ( ) ( )( ), ( ) [ , ]f x g x C a b 
 , 则 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )| ( ) ( ).b
a b a a bI f x g x f x g x I f x g x      

引理 2[11] 对任意 k  , 有 

( 1)(1 )d ;
(1 ( 1) )d

k kkx xkx
 







 
  

  

( 1) ( 1)(1 )1 (d ) ( ).
(1 ) (1 ( 1) )

b k k k

a

kx x b ak
   

 
   

      

文[12]引入分形集上广义凸函数的概念并建立了广义凸函数的 Hermite-Hadamard 型不等式． 

定义 4[12]  设区间 I   , 函数 :f I   , 若对任意 ,u v I 和任意 [0,1] , 有 

( (1 ) ) ( ) (1 ) ( )f u v f u f v       ≤ , 

则称 f 是 I 上的广义凸函数． 

定理 1[12]  (广义凸函数的 Hermite-Hadamard 型不等式) 设 ( )[ , ]xf I a b 是[ , ]a b 上的广义凸函数, 则有 
( )(1 ) ( ) ( ) ( )

( )
2 ( ) 2

a bI f x f a f ba bf
b a



 
  


≤ ≤ .                  (2) 

文[13]在 ( )| |qf  是广义凸函数的情况下, 给出了式(2)生成差值的估计．文[14]也给出了 ( )| |qf  是广义

凸函数的情况下式(2)右边生成差值的估计. 作为广义凸函数的推广, 文[15]提出了关于分形空间上广义

-s 凸函数的概念． 

定义 5[15]  设 : [ 0, )f     , 0 1s  , 若对任意 , [ 0, )u v  和任意 1 2, 0  ≥ 且 1 2 1s s   , 有 

1 2 1 2( ) ( ) ( )s sf u v f u f v     ≤ ,  

则称 f 是 [ 0, )  上第一种意义下的广义 -s 凸函数． 

定义 6[15]  设 : [ 0, )f     , 0 1s  , 若对任意 , [ 0, )u v  和任意 1 2, 0  ≥ 且 1 2 1   , 有 

1 2 1 2( ) ( ) ( )s sf u v f u f v     ≤ ,  

则称 f 是 [ 0, )  上第二种意义下的广义 -s 凸函数． 

文[16]建立了分形空间上第二种意义下关于广义 -s 凸函数的 Hermite-Hadamard 型不等式． 

定理 2[16]  (广义 -s 凸函数的 Hermite-Hadamard 型不等式) 设 0 1s  , 函数 : [ 0, )f     是第二

种意义下的广义 -s 凸函数, , [0, )a b  , a b . 若 [ , ]f C a b , 则有 
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( )( 1) ( ) (1 )2 ( ) ( ( ) ( ))
(1 ) 2 (1 ( 1) )( )

s
a bI f x sa bf f a f bsb a






 
   

    
≤ ≤ . 

文[17]在 ( )| |qf  是第二种意义下的广义 -s 凸函数的情况下, 给出了式(2)左边生成差值的估计．本文旨

在建立局部分数阶积分下的 Ostrowski 型不等式, 在特殊情况下得到文[17]的结果． 

引理 3  设区间 I   , I 是 I 的内部, :f I   , ( )f D I  , ,a b I  , a b , [ , ]f C a b
 , 则

对于任意 [ , ]
2

a bx a  和任意常数 c , 有 

( )( ) ( )
( ) ( ) (1 ) ( )

22
a

a b
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            
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      
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 
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      
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       

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2

( )
((1 ) ) ( (1 ) ) (d )

(1 ) 2

b x
b ab a c a ba b f a b


      


       

    

2 1 ( )( )
(1 ) ( (1 ) ) (d )

(1 )
a

b x
b a

b a f a b


     


   
   .                     (3) 

证明  利用引理 1, 有 

( ) ( )1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( )
(1 )

d
x

a xa
t a f t t x a f x I f t          

   ,            (4) 

( )21 ( ) ( ) ( )
(1 ) 2

d
a b

x
c a bt f t t  


   

    

( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( )
2 2 2

a
x a b

c a b c a bf x f x I f t   
       ,                (5) 

( )

2

1 ( ) ( ) (d )
(1 ) 2

a b x

a b
c a bt f t t  


 


  

    

( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) (1 ) ( )
2 2 2

a
a b a b x

a b c c a bx f a b x f I f t     
         ,           (6) 

( ) ( )1 ( ) ( ) (d ) ( ) ( ) (1 ) ( )
(1 )

b

a b x ba b x
t b f t t x a f a b x I f t       
       

   .      (7) 

将式(4)~(7)相加, 则式(3)得证． 

引理 4  设 : [ , ]f a b   是 [ , ]a b 上的广义凸函数, 则对任意 , [ , ]u v a b , 且u v a b   , 有 

( ) ( ) ( ) ( )f u f v f a f b ≤ . 

证明  利用广义凸函数定义易得. 

引理 5[11] (广义 Hölder 不等式)  设 , [ , ]f g C a b , , 1p q  , 1 1 1p q  , 则 

1 1
1 1 1| ( ) ( ) | ( d ) ( | ( ) | (d ) ) ( | ( ) | (d ) )

( 1) ( 1) ( 1)
b b bp qp q

a a a
f x g x x f x x g x x  

         ≤ . 

分形集上的 Beta 函数、不完全 Beta 函数和超几何函数分别定义为 
1 ( 1) ( 1)

0

1( , ) (1 ) (d ) , 0, 0
(1 )

x yB x y t t t x y   


    

   ,  

( 1) ( 1)

0

1( , ) (1 ) (d ) ( 0 1) , 0, 0
(1 )

x yB x y t t t x y
   

 
      

   , 
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1 ( 1) ( 1)
2 1 0

1 1( , ; ; ) (1 ) (1 ) (d ) , 0, | | 1
(1 )( , )

b c b aF a b c z t t zt t c b z
B b c b

    
 

        
   . 

本文均假设 1 11, 1, 1p q p q    . 

主要结果 

定理 3  设区间 I   , I 是 I 的内部, :f I   , ,a b I  , a b , [ , ]f D a b , ( ) [ , ]f C a b
 , 

( )| |f  是 [ , ]a b 上的广义凸函数, 
2

a ba x ≤ ≤ , 0 2c a b x ≤ ≤ , 则有 

( )( ) ( )
| ( ) ( ) (1 ) ( ) |

22 a b
f x f a b x a bb a c c f I f t  

          ≤  

2 2 2 ( ) ( )(1 )
( ( ) ( ) ( ) ) (| ( ) | | ( ) |)

(1 2 ) 2 2
c a b c x x a f a f b    


       
 

. 

证明  利用引理 3 和引理 4 得 

( )( ) ( )
| ( ) ( ) (1 ) ( ) |

22 a b
f x f a b x a bb a c c f I f t  

          ≤  

( ) ( )21 1( ) | ( ) | (d ) | | | ( )|(d )
(1 ) (1 ) 2

a bx

a x
c a bt a f t t t f t t     

 
     

      

( ) ( )

2

1 1| | | ( ) | (d ) ( ) | ( ) | (d )
(1 ) 2 (1 )

a b x b

a b a b x
c a bt f t t b t f t t     

 
 

  

    
      

( ) ( )1 ( ) (| ( ) | | ( ) |) (d )
(1 )

x

a
t a f t f a b t t   

     
    

( ) ( )21 | | ( | ( )| | ( ) |) (d )
(1 ) 2

a b

x
c a bt f t f a b t t   


     

   ≤  

( ) ( ) 21 1(| ( ) | | ( ) |)[ ( ) (d ) | | (d ) ]
(1 ) (1 ) 2

a bx

a x
c a bf a f b t a t t t     

 
      

      

2 2 2 ( ) ( )(1 )
( ( ) ( ) ( ) ) (| ( ) | | ( ) |)

(1 2 ) 2 2
c a b c x x a f a f b    


       
 

. 

推论 1  设区间 I   , I 是 I 的内部, :f I   , ,a b I  , a b , [ , ]f D a b , ( ) [ , ]f C a b
 , 

( )| |f  是 [ , ]a b 上的凸函数, 
2

a ba x ≤ ≤ , 则有 

( )( ) ( ) (1 )
| ( ) |

2 ( ) a b
f x f a b x I f t

b a


 
    


≤  

2 2 ( ) ( )(1 )
( ( ) ( ) ) (| ( ) | | ( ) |)

2( ) (1 2 )
a b x x a f a f b

b a
   





      

  
. 

( )| ( ) ( ( ) ( )) ( 2 ) ( ) (1 ) ( )|
2 a b

a bx a f x f a b x a b x f I f t            ≤  

2 2 ( ) ( )(1 )
( ( ) ( ) ) (| ( ) | | ( ) |)

(1 2 ) 2
a b x x a f a f b   


      
 

. 

推论 2  设 f 是[ , ]a b 上的可微函数, 
2

a ba x ≤ ≤ , 0 2c a b x ≤ ≤ , 若 | |f  是 [ , ]a b 上的凸函数, 

则有 

( ) ( )
| ( ) ( ) ( )d |

2 2
b

a

f x f a b x a bb a c c f f t t        ≤  

2
2 2 | ( ) | | ( ) |

[ ( ) ( ) ]
4 2 2

f a f bc a b c x x a       . 

定理 4  设区间 I   , I 是 I 的内部, :f I   , ,a b I  , a b , [ , ]f D a b , ( ) [ , ]f C a b
 , 
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对于某个固定的 (0 ,1)s , ( )| |qf  是 [ , ]a b 上第二种意义下的广义 -s 凸函数, 其中 1q  , 
2

a ba x ≤ ≤ , 

0 2c a b x ≤ ≤ , 则有 

( )( ) ( )
| ( ) ( ) (1 ) ( )|

22 a b
f x f a b x a bb a c c f I f t  

          ≤  

1 1
2 ( 1) ( 1) ( 1) ( )(1 ) (1 )

( ) [ ( ) ] ( ) {[ (1 ( ) ) | ( ) |
(1 ( 1) ) (1 ( 1) )

p s s qp qp sx a b xb a f ap b a s b a
     

 
        

       
 

1 1
( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( )( ) | ( )| ] [ ( ) | ( ) | (1 ( ) )| ( ) | ] }s q s q s s qq qx a x a b xf b f a f bb a b a b a

              
  

 

1 1
2 ( 1) ( 1)(1 ) (1 )2( ) [ ( ( ) ( ) )] ( )

(1 ( 1) ) 2( ) 2( ) (1 ( 1) )
p p p qp sc a b c xb a p b a b a s

   
 

        
       

 

 
1

1 ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( )1 1{[ (( ) ( ) )| ( ) | ( ( ) ( ) )| ( ) | ]
2 2

s s q s s q qb x x af a f bb a b a
            

 
 

1
( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( ) 21 1[ ( ( ) ( ) )| ( )| ( ( ) ( ) ) | ( )| ] } ( )

2 2
s s q s s q qx a b xf a f b b ab a b a

              
 

≤  

 
 

1 1
1( 1) ( 1)(1 ) 2 (1 ) 2( ) [ ( ( ) ( ) ( ) ) ]

(1 ( 1) ) (1 ( 1) ) 2 ( )2
pp pq ps p c a b c x x a

s p b a b ab a


  

 
          

       
 

1
( ) ( )( | ( ) | | ( ) | )q q qf a f b  .                                 (8) 

证明  由引理 3 和广义 Hölder 不等式得 

( )( ) ( )
| ( ) ( ) (1 ) ( )|

22 a b
f x f a b x a bb a c c f I f t  

          ≤  

1 1
2 ( )

0 0

1 1( ) ( (d ) ) ( | ((1 ) ) | (d ) )
(1 ) (1 )

x a x a
p qp qb a b ab a f a b         

 
    

      

1 11 1
( )2 21 1( ) ( | (1 ) | (d ) ) ( | ( (1 ) ) | (d ) )

(1 ) 2 (1 )
p qp q

x a x a
b a b a

c a bb a a b f a b           
 

       
      

1 1
( )

1 1
2 2

1 1( ) ( | (1 ) | (d ) ) ( | ( (1 ) ) | (d ) )
(1 ) 2 (1 )

b x b x
p qp qb a b ac a bb a a b f a b          

 
        

      

1 11 12 ( )1 1( ) ( (1 ) (d ) ) ( | ( (1 ) ) | (d ) )
(1 ) (1 )

p qp q
b x b x
b a b a

b a f a b          
 

   
     ,         (9) 

其中 

1 ( 1)

0

(1 )1 1(d ) (1 ) (d ) ( )
(1 ) (1 ) (1 ( 1) )

x a
p p pb a

b x
b a

p x a
p b a

         






    
         ,       (10) 

1
2

1
2

1 1| (1 ) | (d ) |(1 ) | (d )
(1 ) 2 (1 ) 2

b x
p pb a

x a
b a

c a b c a ba b a b         






          
      

( 1) ( 1)( ) (1 ) 2( ( ) ( ) )
(1 ( 1) ) 2( ) 2( )

p
p pb a p c a b c x

p b a b a


 


      
    

,                  (11) 

( ) ( ) ( )

0 0

1 1| ( (1 ) ) | (d ) ( (1 ) | ( ) | | ( ) | ) (d )
(1 ) (1 )

x a x a
q s q s qb a b af a b f a f b            

 
     

    ≤  

1( ) ( )

0

1 1| ( ) | (d ) | ( ) | (d )
(1 ) (1 )

x a
q s q sb a

b x
b a

f a f b         






   
      

( 1) ( 1) ( ) ( 1) ( )(1 ) (1 )
(1 ( ) )| ( ) | ( ) | ( ) |

(1 ( 1) ) (1 ( 1) )
s s q s qs sb x x af a f bs b a s b a

     
 

       
       

.       (12) 

类似可得 
1 ( )1 | ( (1 ) ) | (d )

(1 )
q

b x
b a

f a b    


 
   ≤  
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( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( )(1 ) (1 )
( ) | ( ) | (1 ( ) ) | ( ) |

(1 ( 1) ) (1 ( 1) )
s q s s qs sx a b xf a f bs b a s b a

     
 

       
       

,      (13) 

1
( ) ( 1) ( 1) ( )2 (1 )1 1| ((1 ) ) | (d ) ( ( ) ( ) ) | ( ) |

(1 ) (1 ( 1) ) 2
q s s q

x a
b a

s b xf a b f as b a
       

 



     
      ≤  

( 1) ( 1) ( )(1 ) 1( ( ) ( ) ) | ( ) |
(1 ( 1) ) 2

s s qs x a f bs b a
  


   

   
,                    (14) 

( ) ( 1) ( 1) ( )
1
2

(1 )1 1| ( (1 ) ) | (d ) ( ( ) ( ) ) | ( ) |
(1 ) (1 ( 1) ) 2

b x
q s s qb a s x af a b f as b a

       


       
      ≤  

( 1) ( 1) ( )(1 ) 1( ( ) ( ) ) | ( ) |
(1 ( 1) ) 2

s s qs b x f bs b a
  


    

   
,                      (15) 

综合式(9)~(15), 则式(8)的第一个不等式得证．利用 Hölder 不等式可得式(8)的第二个不等式． 

推论 3  设区间 I   , I 是 I 的内部, :f I   , ,a b I  , a b , [ , ]f D a b , ( ) [ , ]f C a b
 , 

对于某个固定的 ( 0,1)s , ( )| |qf  是 [ , ]a b 上第二种意义下的广义 -s 凸函数, 其中 1q  , 则有 
1 1

( )
( 1) ( 1)

( ) ( ) (1 ) (1 ) (1 )
| ( ) | ( ) ( ) ( )

2 ( ) 2 (1 ( 1) ) 2 (1 ( 1) )
p q

a b p s
f a f b p sI f t b a

b a p s
 

   
  

  

        
      

≤  

1 1
( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( )[ ( (2 1 )| ( ) | | ( ) | ) ( | ( ) | (2 1 )| ( ) | ) ]s s q q q s s qq qf a f b f a f b               ≤  

1 1 1
( ) ( )(1 ) (1 )

( ) ( ) ( ) (| ( ) | | ( ) | )
(1 ( 1) )2 (1 ( 1) )

q qp q q
p

p sb a f a f bsp
  


 


    

    
. 

证明  在定理 4 中取 x a , 0c  即得. 

推论 4  设区间 I   , I 是 I 的内部, :f I   , ,a b I  , a b , [ , ]f D a b , ( ) [ , ]f C a b
 , 

对于某个固定的 ( 0 ,1)s , ( )| |qf  是 [ , ]a b 上第二种意义下的广义 -s 凸函数, 其中 1q  , 则有 

( )( ) ( ) (1 )1| ( ( )) ( )|
22 2 ( ) a b

f a f b a bf I f t
b a


  

   


≤  

1 1

(2 1) ( 1)

(1 ) (1 )
( ) ( ) ( )

2 (1 ( 1) ) 2 (1 ( 1) )
p q

p s
p sb a

p s


 
 

  

    
     

 

1 1
( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( )[ ( (2 1 )| ( ) | | ( ) | ) (| ( ) | ( 2 1 ) | ( ) | ) ]s s q q q s s qq qf a f b f a f b               ≤  

1 1 1
( ) ( )

2

(1 ) (1 )
( ) ( ) ( ) ( | ( ) | | ( ) | )

(1 ( 1) )2 (1 ( 1) )
q qp q q

p
p sb a f a f bsp

  


 


    
    

. 

证明  在定理 4 中取 x a , 
2

b ac  即得. 

注 1  在定理 4 中取 ,x a c b a   , 即可得到文[17]中的定理 2.1． 

定理 5  设区间 I   , I 是 I 的内部, :f I   , ,a b I  , a b , [ , ]f D a b , ( ) [ , ]f C a b
 , 

对于某个固定的 (0,1)s , ( )| |qf  是 [ , ]a b 上第二种意义下的广义 -s 凸函数, 其中 1q  , 
2

a ba x ≤ ≤ , 

0 2c a b x ≤ ≤ , 则有 

( )( ) ( )
| ( ) ( ) (1 ) ( ) |

22 a b
f x f a b x a bb a c c f I f t  

          ≤  

1 1
2 2 ( ) ( 2) ( )(1 ) (1 ( 1) )

( ) [ ( ) ] {[ ( 2, 1) | ( ) | ( ) | ( ) | ]
(1 2 ) (1 ( 2) )

q s qp q
x a
b a

sx a x ab a B s f a f bb a s b a
     

 





        
      

 

1
( 2) ( ) ( )(1 ( 1) )

[ ( ) | ( ) | (2, 1) | ( )| ] }
(1 ( 2) )

s q q q
x a
b a

s x a f a B s f bs b a
  







      
   

 

1
2 2 2(1 ) 2( ) ( ( ( ) ( ) ) )

(1 2 ) 2 ( ) 2 ( )
pc a b c xb a b a b a

  


      
   
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1 1
( ) ( ) ( ) ( )[ ( | ( ) | | ( ) | ) ( | ( ) | | ( ) | ) ]q q q qq qP f a Q f b Q f a P f b      ,  

其中  

2
2 1

2 2( ) ( ) (1, 2 ) ( ,1; 3; )
2 ( ) 2( )

sa b c x b x a b c xP B F sb a b a b x
           

  
 

2
2 1( ) ( ) ( 2 ,1) ( , 2; 3; )

2 ( ) 2( )
sb a c c cB F sb a b a b a c
     

   
,  

2
2 1

1( ) ( ) (1, 2 ) ( ,1;3; )
2 ( ) 2

sc cQ B F sb a b a
     

 
 

2
2 1

2 2( ) ( ) (2,1) ( ,2;3; )
2 ( ) 2( )

sa b c x b a c a b c xB F sb a b a b a c
          

   
.               (16) 

证明  由引理 3 和广义 Hölder 不等式得 

( )( ) ( )
| ( ) ( ) (1 ) ( )|

22 a b
f x f a b x a bb a c c f I f t  

          ≤  

1 1
2 ( )

0 0

1 1( ) ( (d ) ) ( | ( (1 ) ) | (d ) )
(1 ) (1 )

x a x a
qp qb a b ab a f a b           

 
    

      

11
21( ) ( | (1 ) | (d ) )

(1 ) 2
p

x a
b a

c a bb a a b     


     
    

11
( )21( | (1 ) | | ( (1 ) ) | (d ) )

(1 ) 2
q q

x a
b a

c a ba b f a b       


      
    

1

1
2

1( ) ( | (1 ) | (d ) )
(1 ) 2

b x
pb a c a bb a a b    


      

    

1
( )

1
2

1( |(1 ) | | ( (1 ) ) | (d ) )
(1 ) 2

b x
q qb a c a ba b f a b      


       

    

1 11 12 ( )1 1( ) ( (1 ) (d ) ) ( (1 ) | ((1 ) ) | (d ) )
(1 ) (1 )

qp q
b x b x
b a b a

b a f a b            
 

    
     .     (17) 

其中 

1 2

0

(1 )1 1(d ) (1 ) (d ) ( )
(1 ) (1 ) (1 2 )

x a
b a

b x
b a

x a
b a

         






    
        ,            (18) 

1
2

1
2

1 1| (1 ) | (d ) | (1 ) | (d )
(1 ) 2 (1 ) 2

b x
b a

x a
b a

c a b c a ba b a b         






          
      

2 2( ) (1 ) 2( ( ) ( ) )
(1 2 ) 2 ( ) 2 ( )

b a c a b c x
b a b a


 


     
   

,                    (19) 

( )

0

1 | ( (1 ) ) | (d )
(1 )

x a
qb a f a b     


  

   ≤  

( ) ( ) ( 1)

0 0

1 1| ( ) | (1 ) (d ) | ( ) | (d )
(1 ) (1 )

x a x a
q s q sb a b af a f b           

 
   

      

( ) ( 2) ( )(1 ( 1) )
(2, 1) | ( ) | ( ) | ( ) |

(1 ( 2) )
q s q

x a
b a

s x aB s f a f bs b a
  







    
   

,                (20) 

1 ( )1 (1 ) | ((1 ) ) | (d )
(1 )

q
b x
b a

f a b      


  
   ≤  

1 1( ) ( 1) ( )1 1| ( ) | (1 ) (d ) | ( ) | (1 ) (d )
(1 ) (1 )

q s q s
b x b x
b a b a

f a f b           


 
 

   
      

( 2) ( ) ( )(1 ( 1) )
( ) | ( ) | (2, 1) | ( ) |

(1 ( 2) )
s q q

x a
b a

s x a f a B s f bs b a
  







     
   

,                (21) 

1
( ) ( ) ( )2

11 12
1 |(1 ) | | ( (1 ) ) | (d ) | ( ) | | ( ) |

(1 ) 2
q q q

x a
b a

c a ba b f a b I f a I f b         


      
   ≤ , 
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这里 
1
2

11
1 | (1 ) | (1 ) (d )

(1 ) 2
s

x a
b a

c a bI a b       


     
   ,  

1
2

12
1 | (1 ) | (d )

(1 ) 2
s

x a
b a

c a bI a b       


    
   .  

令 0 2 ( )
b a c

b a  


, 则 

0

0

1
2

11 0 0

( )( )
( ) (1 ) (d ) ( ) (1 ) (d )

(1 ) (1 )
s s

x a
b a

b ab aI
       


        



      
      

12
0 0

1 2( ) ( ) ( ) (1 ) (1 ) (d )
(1 )

s sx a b x a b c xb a t t tb a b a b x
      

        
      

12
0 0 0

1 1( ) ( ) (1 ) (1 ) (d )
2 (1 )

s scb a t t t Pb a c
           

    . 

类似可得 12I Q , 故有 
1

( ) ( ) ( )21 | (1 ) | | ( (1 ) ) | (d ) | ( ) | | ( ) |
(1 ) 2

q q q
x a
b a

c a ba b f a b P f a Q f b         


      
   ≤ .  (22) 

类似可得 

( ) ( ) ( )
1
2

1 |(1 ) | | ( (1 ) ) | (d ) | ( ) | | ( ) |
(1 ) 2

b x
q q qb a c a ba b f a b Q f a P f b        


       

   ≤ .  (23) 

综合式(17)~(23), 则式(16)得证． 

注 2  在定理 5 中取 , 0
2

a bx c  , 即可得到文[17]中的定理 2.2． 

推论 5  设区间 I   , I 是 I 的内部, :f I   , ,a b I  , a b , [ , ]f D a b , ( ) [ , ]f C a b
 , 

对于某个固定的 (0,1)s , ( )| |qf  是[ , ]a b 上第二种意义下的广义 -s 凸函数, 其中 1q  , 则有 
1

( )
1 2

( ) ( ) (1 ) (1 )
| ( ) | ( ) ( )

2 ( ) 2 (1 2 )4

p
a b

q

f a f b b aI f t
b a

 
  

 


     
  

≤  

1
( ) ( )

2 1
1 1{[ (1, 2) ( ,1;3; ) | ( ) | ( ) (2, 1)| ( ) | ]
2 2

q s q qB F s f a B s f b          

1
( ) ( )

2 1
1 1[ ( ) ( 2, 1) | ( ) | (1, 2) ( ,1;3; ) | ( ) | ] }
2 2

s q q qB s f a B F s f b        .  

证明  在定理 5 中取 , 0x a c  即得． 

定理 6  设区间 I   , I 是 I 的内部, :f I   , ,a b I  , a b , [ , ]f D a b , ( ) [ , ]f C a b
 , 

对于某个固定的 (0,1)s , ( )| |qf  是 [ , ]a b 上第二种意义下的广义 -s 凸函数, 其中 1q  , 
2

a ba x ≤ ≤ , 

0 2c a b x ≤ ≤ , 则有 

( )( ) ( )
| ( ) ( ) (1 ) ( ) |

22 a b
f x f a b x a bb a c c f I f t  

          ≤  

1 1
2 ( 1)(1 ) (1 )

( ) [ ( ) ] [ ( ) ]
(1 ( 1) ) (1 ( 1) )

p p qp sx a x ab a p b a s b a
   

 
     

       
 

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) 2[ (| ( ) | | ( ) | ) ( | ( ) | | ( ) | ) ] ( )q q q qq qf a f x f a b x f b b a             

1 1
( 1) ( 1)(1 ) (1 )2 2[ ( ( ) ( ) )] [ ( ) ]

(1 ( 1) ) 2( ) 2 ( ) (1 ( 1) ) 2 ( )
p p p qp sa b c x c a b x

p b a b a s b a
   

 
         

        
 

1 1
( ) ( ) ( ) ( )[ (| ( ) | | ( ) | ) (| ( ) | | ( ) | ) ]

2 2
q q q qq qa b a bf f x f a b x f         .              (24) 

证明  由引理 3 和广义 Hölder 不等式有式(9)成立．利用第二种意义下的广义 -s 凸函数的 Hermite- 
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Hadamard 型不等式, 得 

( ) ( ) ( )

0

(1 )1 | ( (1 ) ) | (d ) ( ) (| ( ) | | ( ) | )
(1 ) (1 ( 1) )

x a
q q qb a sx af a b f a f xb a s

       

    

      ≤ ,    (25) 

1
( ) ( ) ( )2 (1 )1 2| ( (1 ) ) | (d ) ( ) (| ( ) | | ( ) | )

(1 ) 2 ( ) (1 ( 1) ) 2
q q q

x a
b a

sa b x a bf a b f f xb a s
       



     
      ≤ , (26) 

( )
1
2

1 | ( (1 ) ) | (d )
(1 )

b x
qb a f a b   


  

   ≤  

( ) ( )(1 )2( ) (| ( ) | | ( ) | )
2 ( ) (1 ( 1) ) 2

q qsa b x a bf f a b xb a s
  


      

   
,                (27) 

1 ( ) ( ) ( )(1 )1 | ( (1 ) ) | (d ) ( ) (| ( ) | | ( ) | )
(1 ) (1 ( 1) )

q q q
b x
b a

sx af a b f b f a b xb a s
       



     
      ≤ .  (28) 

综合式(9)~(11), (25)~(28), 则式(24)得证． 

注 3  在定理 6 中取 ,x a c b a   , 即可得到文[17]中的定理 2.3． 

推论 6  设区间 I   , I 是 I 的内部, :f I   , ,a b I  , a b , [ , ]f D a b , ( ) [ , ]f C a b
 , 

对于某个固定的 (0,1)s , ( 0,1)s 是[ , ]a b 上第二种意义下的广义 -s 凸函数, 其中 1q  , 则有 
1 1

( )
( 1)

( ) ( ) (1 ) (1 ) (1 )
| ( ) | ( ) [ ] [ ]

2 ( ) 2 (1 ( 1) ) 2 (1 ( 1) )
p q

a b p
f a f b p sI f t b a

b a p s
 

   
  

 

        
      

≤  

1 1
( ) ( ) ( ) ( )[ (| ( ) | | ( ) | ) (| ( ) | | ( ) | ) ]

2 2
q q q qq qa b a bf a f f f b       . 

证明  在定理 6 中取 , 0x a c  即得. 

推论 7  设区间 I   , I 是 I 的内部, :f I   , ,a b I  , a b , [ , ]f D a b , ( ) [ , ]f C a b
 , 

对于某个固定的 (0,1)s , ( )| |qf  是[ , ]a b 上第二种意义下的广义 -s 凸函数, 其中 1q  , 则有 
1

( )
(2 1)

( ) ( ) (1 )(1 )1| ( ( )) ( ) | ( ) [ ]
22 2 ( ) 2 (1 ( 1) )

p
a b p

f a f b pa bf I f t b a
b a p

 
   




      
   

≤  

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )(1 )

[ ] [ (| ( ) | | ( ) | ) (| ( ) | | ( ) | ) ]
2 22 (1 ( 1) )

q q q qq q qs a b a bf a f f f b
s

   





     
  

. 

证明  在定理 6 中取 ,
2

b ax a c   即得. 
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