
 

 

Hp 型间断有限元方法解奇异摄动 

Volterra 积分微分方程 
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摘  要: 通过局部加密网格和提高分片多项式次数两种策略, 用 hp 型间断有限元方法解奇异摄动 Volterra 积分微分方

程. 数值计算结果表明, hp 型间断有限元解的数值通量在节点处具有与小参数无关的一致指数收敛性, 而且 hp 型间断有限

元解在 L2 范数下具有一致指数收敛性.  
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Hp-version Discontinuous Galerkin Method for Singularly 
Perturbed Volterra Integro-differential Equations 
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Abstract: By two strategies of locally refined meshes and increasing the degree of piecewise polynomials, the numerical 
scheme of hp-version discontinuous Galerkin method for singularly perturbed Volterra integro-differential equations is firstly 
designed in this paper. Then numerical results show that not only the numerical flux of the hp-version discontinuous Galerkin 
solutions at nodes has the uniform exponential rate of convergence property independent of the singularly perturbed parameter, but 

also the hp-version discontinuous Galerkin solutions in 2L  norm has the uniform exponential rate of convergence property.  
Key words: hp-version discontinuous Galerkin method; singularly perturbed Volterra integro-differential equations; uniform 

exponential rate of convergence 

0 引言 

在物理和生物等领域中, 诸多问题都可归结为一类典型的奇异摄动问题——奇异摄动 Volterra 积分微

分方程[1~6]. 本文主要考虑如下奇异摄动 Volterra 积分微分方程: 
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其中 0 1  为小参数, 0 ( )a t ≤ , ( )f t 和 ( , )k t s 充分光滑.  

间断有限元方法(DG)[7~10]采用完全不连续的分片多项式空间作为逼近空间, 自由度的选择具有较强

的灵活性, 数值格式具有局部紧凑性, 能较好地模拟解的局部剧烈变化, 可以有效计算奇异摄动问题. DG

方法首次被 Reed 和 Hill[7]提出, 主要用于求解中子输运方程. Cockburn 和 Shu[10]提出局部间断有限元方法

(LDG), 有效求解奇异摄动对流扩散方程. 对于奇异摄动对流扩散方程, Xie[11, 12]等采取局部加密网格策略, 

证明了 DG 解的数值通量在节点处具有 2 1p  阶超收敛, 并且从数值上观察到 DG 解具有与小参数无关的

一致收敛性. 解一维对流扩散方程, Xie[13]等从理论上证明了 h 型 DG 解的数值通量在节点处具有 2 1p  阶

的一致超收敛性. 对于 Volterra 积分微分方程, Brunner 和 Schotzau[14]证明了 hp 型间断有限元方法具有指
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数收敛性. 对于奇异摄动 Volterra 积分微分方程, 在局部加密网格下, 文[15]从数值结果上得到 LDG 解的

数值通量在节点处具有 2 1p  阶的一致超收敛性. 文[16]运用 p 型间断有限元方法求解奇异摄动初值问题, 

即将区间剖分为两个子区间, 并提高每个子区间上的分片多项式次数, 从数值结果上得到 p 型 DG 解的数

值通量在节点处具有一致指数收敛性. 结合局部加密网格和提高分片多项式策略, 本文将运用 hp 型间断

有限元方法解奇异摄动 Volterra 积分微分方程, 并分析其收敛性. 数值计算结果表明, hp 型 DG 解的数值

通量在节点处具有与小参数无关的一致指数收敛性, 而且 hp 型 DG 解在 2L 范数下具有一致指数收敛性.   

1  hp 型间断有限元方法 

将区间[0, ]T 剖分为两部分, 即边界层区域[0, ] 和外部区域 ( , ]T , 其中 为过渡点. 对边界层区域和

外部区域分别采取局部加密策略, 对应的剖分节点为 0 1
2
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剖分子区间为 1( , )n n nI t t , 子区间 nI 对应的步长记为 1( 1,2, , , , )
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间断有限元方法为: 寻找U V , 使得 
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其中Û 为数值通量. 这里选取如下数值通量 
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其中 0u 为初值.                           

hp 型间断有限元方法为: 寻找U V , 使得 
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特别地, 当 1n  时, 有 
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在子区间 nI 上, 令
1

( ) ( )

1

p
n n

j j
j

U u 




 , ( )n
iv  , 其中 ( ) 1

1{ }n p
j j 

 为 nI 上次数不超过 p 次的基函数. 那么式(3)

可写为 
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同理, 当 2, ,n N  时, 式(2)可写为 
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经过一些简单的线性变换, 如 1 ,
2 2

n n nt t h
t  
  1 1

2 2
n nt t t t

s   
  ( [ 1,1],   [ 1,1]   ), 可将区

间 nI 转化到参考单元[ 1,1] 上, 得到相应于式(4)和式(5)的数值格式.  

2 数值算例 

对于奇异摄动Volterra积分微分方程 (1), 取 1,a  ( , ) exp( ( ))k t s t s   , 1,T  初值为 (0) 1 exp( 1)u    , 

对应的右端项为 

(1 )3 1( ) ( ) exp( 1) 2 exp( ) exp( 1) exp( ).
2 2

f t t t t t
  

           

其真解为 
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在初始点 0t  附近, 解的边界层宽度为 ( )O  . 定义 
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下面给出 Shishkin 网格下的数值结果. 对边界层区域[0, ] 和外部区域 ( , ]T 均进行
2
N 等分, 对应的

子区间步长分别为 2h
N
 和 2( )T

H
N
 . 取过渡点 为 

min(0.5, (2 1) log( 1))p N    . 

当小参数 分别取 410 、 610 和 810 时, 表 1 给出多项式次数 p 和剖分区间数 N 所对应的 hp 型间断

有限元解的 2L 模误差和相应数值通量的最大模误差. 从实验结果可观察到: hp 型间断有限元解在 2L 模意

义下具有指数收敛性, 而且微弱依赖于小参数 ; hp 型间断有限元解的数值通量在最大模意义下同样具有

指数收敛性质, 而且不依赖于小参数 . 数值计算结果表明, hp 型间断有限元解的数值通量在节点处具有

与小参数无关的一致指数收敛性, 而且 hp 型间断有限元解在 2L 范数下具有一致指数收敛性.   
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1 4 3.491e-2 6.196e-3 3.491e-2 6.046e-3 3.491e-2 6.045e-3 
2 16 6.225e-4 1.358e-4 6.225e-4 1.416e-5 6.225e-4 4.263e-6 
3 64 1.258e-7 1.309e-6 1.258e-7 1.309e-7 1.258e-7 1.309e-8 
4 256 1.609e-13 9.205e-10 1.610e-13 9.201e-11 1.605e-13 9.201e-12 
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表 1  hp 型间断有限元方法, min(0.5, (2 1) lg( 1))p N   


