
 

 

一个三角矩阵之逆与 Catalan 数恒等式 
   祁  锋 

(1. 内蒙古民族大学 数学学院, 内蒙古 通辽 028043; 2. 天津工业大学 数学科学学院, 天津 300389) 

摘  要: 在简单介绍 Catalan 数和第二类 Chebyshev 多项式的基本知识后, 以一种真实且自然的形式重新阐述研究过程, 

包括研究的动因, 问题的产生, 对问题答案的两种猜测, 猜测的解决过程, 由猜测的解答衍生出来的新结论, 新成果与已知

结果的比较等. 这项研究的成果包括与第二类 Chebyshev 多项式和 Catalan 数相关的一个矩阵之逆、一个反演定理和几个恒

等式. 
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Abstract: After Catalan numbers and Chebyshev polynomial of the second kind were introduced, the author tends to really 
and naturally state the process of a research, including its motivations, generating of related problems, two guesses on answers to 
problems, solving process of guesses, new results derived from answers to two guesses, comparisons of new results with related 
known results, and the like. The results in the research include the inverse of a lower triangular matrix, an inversion theorem, and 
several identities related to the Chebyshev polynomials of the second kind and the Catalan numbers. 
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1 关于 Catalan 数的简介 

关于 Catalan 数, 已经出版有专著[14,16, 57, 60]. 这些专著中收集了目前关于 Catalan 数的几乎所有研

究文献.   

1.1  Catalan 数的起源 

Catalan 数或 Catalan 数列有两个起源.  

20世纪 80年代发现, 清朝时期的蒙古族数学家明安图在 1730年使用过这个数列, 请参考考证明安图

与Catalan数渊源的文献[17, 18, 20, 22, 23, 24, 25, 26, 61]以及后来提及明安图与Catalan数的渊源的研究文

献[14, 16, 19, 41, 57, 60]. 

在 18 世纪, 瑞士数学家 Leonhard Euler 对 Catalan 数进行了描述, 但以比利时数学家 Eugéne Charles 

Catalan 的名字命名它, 参阅专著[14, 16, 57, 60]以及在那里列出的相关参考文献.   

1.2  Catalan 数的显式计算公式  

Catalan 数用 Cn 来表示. Catalan 数有多种显式表达式, 例如 
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其中 2 1( , ; ; )F a b c z 叫做超几何函数. 一般地 
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是经典的 Euler 伽马函数, 参看[47, 63].   

1.3  Catalan 数的生成函数 

所有的 Catalan 数 Cn 都可以由初等函数 2
1 1 4x 

生成, 也就是说, 
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在解析组合论中, 寻找构造组合数列的生成函数是一个专门的研究方向. 由生成函数的性质可以得

到相应的组合序列的许多性质. 参阅[65]及其参考文献.   

1.4  Catalan 数的渐进展开式 

前面提到, Catalan 数 Cn 可以用 Euler 伽马函数表示为  
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当将 n 换成连续变量 x 的时候, Catalan 函数 Cx 具有一个渐进展开式: 
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参见[16, pp. 110~111]和[62].  

1.5  Catalan 数的积分表示 

Catalan 数 Cn 可以表示为积分形式, 而且 Catalan 数 Cn 具有多个积分表示. 值得一提的是最早发现的

Catalan 数 Cn 的积分表示: 
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它是由 Penson 和 Sixdeniers 于 2001 年在文[31]中利用 Mellin 变换等方法建立起来的.  

基于复变函数论中的 Cauchy 积分公式, 在[49]中得到了 Catalan 数 Cn 的一个新的积分表示: 
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根据这个积分表示和完全单调函数理论的知识, 文献[49]中发现了许多关于 Catalan 数 Cn 的新性质.  

文献[6, 7, 8, 9, 29, 34, 36]对 Catalan 数的积分表示也做了更多研究. 文献[41]专门回顾、收集、综述、

讨论了 Catalan 数 Cn 的各种积分表示形式.   

1.6  Catalan 数的推广  

Catalan 数 Cn 有多种推广, 例如 Fuss 数、Catalan-Fuss 数、q-Catalan 数等等. 最近, Catalan 数 Cn 有一

系列新的解析推广. 例如, 在表示式(1.2)的启发下, Catalan 数 Cn 可以推广为  
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, 

其中 ( )aR , ( ) 0b R , ( )pR , ( ) 0q R , ( ) 0zR ≥ . 参看[52]和综述论文[44]中列出的有关参考文献.  

之后, 对应于 Catalan 数 Cn 的生成函数(1.1)、Catalan 函数 Cx 的渐进展开式(1.3)、Catalan 数的积分表

示(1.4)和(1.5)等, 关于 Catalan 数 Cn 的两个推广 ( , ; )C a b z 和 ( , ; , ; )Q a b p q z 的一系列结果都相继正式发

表. 参考[21, 27, 33, 35, 38, 42, 43, 45, 48, 49, 51, 52, 54, 58, 68, 69], 特别是综述论文[44]及其列出的相关参

考文献.   

2 关于 Chebyshev 多项式的简介 

众所周知, Chebyshev 多项式有两类: 第一类 Tn 和第二类 ( )nU x . 在常微分方程的研究中, 它们分别

是 Chebyshev 微分方程 2 2(1 ) 0x y xy n y     和 2(1 ) 3 ( 2) 0x y xy n n y      的解. 参看[13, pp. xxxv 

and 1004]. 
Chebyshev 多项式是特殊函数理论的重要组成部分. 在众多的普通数学手册[1, 3, 11, 13, 30, 66]里面

都可以查阅到关于 Chebyshev 多项式的丰富结果. Chebyshev 多项式有广泛的应用. 参考专著[12, 28, 59]

和论文[37, 47]等.  

第二类 Chebyshev 多项式 ( )nU x 可以由一个简单的初等函数 
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生成. 在本文的后继部分, 将用到这个简单结果.  

3 与 Catalan 数和第二类 Chebyshev 多项式相关的一个矩阵之逆和几个恒等式 

3.1 研究动因 

在文[15]中, 韩国和俄罗斯的四位数学家证明了第二类 Chebyshev 多项式 ( )nU x 的生成函数 ( )F t 满

足非线性常微分方程  
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叫做降阶乘, 而其中的负奇数 2 1n  的双阶乘定义为 
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≥  

显而易见, 表达式(3.2)是复杂的, 很难计算、理解、记忆. 因此, 想得到这个表达式的一个简单、好

算、易记、容易理解的形式.   
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3.2 第二类 Chebyshev 多项式的生成函数的导数 

文[15]中使用的方法是递推和数学归纳法. 为了得到 (3.2)的一个简单、好算、易记、易于理解的形式, 

首先使用下列几个引理去计算第二类 Chebyshev 多项式 ( )nU x 的生成函数 ( )F t 的高阶导数.  

引理  3.1 ([5, p. 134, Theorem A]和[5, p. 139, Theorem C]) 对 0n k≥ ≥ , 第二类 Bell 多项式

, 1 2 1( , , , )n k n kB x x x   定义为  
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用来计算复合函数的任意高阶导数的 Faà di Bruno 公式可以用第二类 Bell 多项式 ,n kB 表达为 
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引理 3.2 ([5, p. 135]) 对于任意的复数 a 和 b, 第二类 Bell 多项式 ,n kB 满足恒等式 
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引理 3.3 ([39, Theorem 4.1], [50, Eq. (2.8)], [64, Lemma 2.5]) 当 0 k n≤ ≤ 时, 第二类 Bell 多项式 ,n kB
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其中当 0q p ≥ 时, C 0q
p  . 

根据上述三个引理, 可以直接得到 

定理 3.1 ([55, Theorem 3.1]) 对于 n , 第二类 Chebyshev 多项式 ( )nU x 的生成函数 ( )F t 的 n 阶导

数满足  
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其中天花板函数 x   定义为不小于 x 的最小整数. 因此, 第二类 Chebyshev 多项式 ( )nU x 可以表示成  
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3.3 逆矩阵问题的产生 

注意到方程(3.3)可以写成矩阵的形式:  
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其中矩阵 
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显然, 矩阵 An 是可逆的. 因而  
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因此, 当计算出可逆矩阵 An 的逆矩阵 1
nA 的时候, 结果(3.2)就可能被改写成简单、好算、易记、易于

理解的形式. 这样, 起初要研究的问题转化成计算逆矩阵 1
nA 的问题了. 

3.4 猜出逆矩阵的第一种形式 

如何计算可逆矩阵 An的逆矩阵 1
nA ? 我们尝试了多种熟知的计算逆矩阵的办法, 但都以失败告终, 于

是, 将该问题在 ResearchGate 网站公开征解, 但无人给出满意和有用的答案. 

在尝试计算 1
nA 的过程中, 我们借助数学软件 Mathematica 计算了几个低阶矩阵的逆, 例如 

1
7

1 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0

2 2 1 0 0 0 0

5 5 3 1 0 0 0

14 14 9 4 1 0 0

42 42 28 14 5 1 0

132 132 90 48 20 6 1
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.                           (3.5) 

经过长时间的观察、对比、联想等, 我们惊奇地发现 1
7A 的第一列和第二列元素不仅几乎相同、而且

它们就是前面提到的 Catalan 数, 于是我们猜想其它元素也一定和 Catalan 数有某种关系, 也就是和第一
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列、第二列的元素有某种关系.  

在 2016 年 12 月, 冒着严寒, 经过长达一周左右的被痛苦折磨的观察、尝试、计算, 我们终于猜出逆
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显而易见, 这个表达式要比(3.2)简单、好算、易记、能理解了. 

猜测是需要验证的. 然而验证这个猜测是困难的. 我们没有找到验证的办法. 我们在 ResearchGate 网

站公开征解, 但无人给出验证的办法. 

于是我们试图转化问题. 经过努力, 我们将验证(3.6)的问题进一步转化为证明下列四个恒等式  
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其中地板函数 x   定义为不大于 x 的最大整数. 之后我们又在 ResearchGate 网站上公开征解这四个恒等式

的证明, 但仍无人给出满意和有用的证明.  

实际上, 上述转化并不成功, 因为证明这几个恒等式的难度并没有降低或减小, 难度并不亚于直接验

证(3.6)式, 甚至难度还有所增加. 于是, 计算逆矩阵 1
nA 的工作再次陷入僵局.   

3.5 猜出逆矩阵的第二种形式 

由于恒等式(3.6)至(3.10)都含有 Catalan数, 为了证明上述四个恒等式, 计算出 An的逆矩阵 1
nA ,我们希

望找到现成可用的结果, 于是开始查阅与 Catalan 数有关的文献.  

首先恒等式(3.7)被偶然发现存在于[67, p. 2187, Theorem 2, Eq. (15b)]. 在一定程度上, 这个发现说明

我们猜测的式(3.6)应该是正确的, 但仍然无法给我们提供解决问题的办法和思路.   

2017 年 3 月的一天, 我们幸运地在[16, p. 113]发现下列表格  

 1 2 3 4 5 
1 1     
2 1 2    
3 1 3 5   
4 1 4 9 14  
5 1 5 14 28 42

并且意外地观察到, 从左上角往右下角看的话, 这个表格中的元素与矩阵(3.5)中的列是有对应关系的. 这

个表格是为了列举下列引理. 
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引理 3.4 ([10]和[16, pp. 112~114]) 设 ( ,1) 1T r  和 
1

( , ) ( , 1) , 2,
r

i c

T r c T i c c
 

  ≥ 或者等价地设 

1

( , ) ( 1, ) , , .
c

j

T r c T r j r c


     

那么 

1
2( , ) C , ,

1
r
r c

r cT r c r c
r  
  


  

且 ( , ) rT r r C . 

进一步仔细地对比后, 我们又猜测出逆矩阵 1
,( )n i j n nA b

 的元素 ,i jb 与 ( , )T r c 的关系 

1
1, 2( , ) ( 1) , 1, 0.k

k m mT k m k b k m
     ≥ ≥  

由此进一步导出 ,i jb 具有的另外一种表达式  

, 1
2 1

0, 1 ;

( 1) C , 1.
i j i j i

i j

i j
b j

i j
i

 
 

 


≤

≥ ≥
                          (3.11) 

显而易见, 表达式(3.11)要比(3.6)、(3.2)简单得多、好计算得多、容易记忆得多、容易理解得多. 因而

我们对证明这个新的猜测充满信心. 

3.6 逆矩阵的第二种形式的证明 

根据(3.4)可知, 要证明(3.11)成立, 只需要证明 

2 1 ( )
,

1

[ 2 ( )]
( 1) [ 2( ) ] ( ) ( ), .

!

kn
n n n k

n k
k

t x
x t F t b F t n

k




                     (3.12) 

根据数学归纳法和一些简单的技巧, 很容易证明(3.12). 也就是说, 我们明确地计算出了逆矩阵 1
nA . 

定理 3.2 ([55, Theorem 4.1]) 对于 n ,  

1
,( )n i j n nA b



1 1
3 3 3

2 6 2 7 2 8

1
2 2 2

2 4 2 5 2 6

1
1 1

2 2 2 3

1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

2 2 1 0 0

5 5 3 0 0

14 14 9 0 0

42 42 28 0 0

( 1) ( 1) 2 ( 1) 3
C C C 0 0

2 2 2

( 1) ( 1) 2 ( 1) 3
C C C 1 0

1 1 1

( 1) ( 1) 2 (
C C

n n n
n n n
n n n

n n n
n n n

n n n

n n
n n
n n

n n n

n n n

n n

 
  
  


  
  


 
 




 


 


  
  
  
  

  








     




1

1
2 4

1) 3
C ( 1) 1

n
n

n n
n





 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 



, 

其中元素 ,i jb 具有(3.11)的形式.   

3.7  回答研究动因中的问题 

根据矩阵方程(3.4)和定理 3.2, 立即得到方程(3.1)和表达式(3.2)的简单好算、易记易理解的形式.  

定理 3.3 ([55, Theorem 3.1]) 设 n , 则 

1 1 ( )
2 12

1

( 1)1 1( ) C [2( )] ( )
( 1)![2( ) ]

kn
n n k k

n kn
k

F t t x F t
n kt x

 
 



 
  . 

由此立即可得 
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1 2
2 1

1

C (2 ) ( ) ( 2 ) .
n

n k n
n k k

k

k x U x n x
 



  

3.8 逆矩阵两种形式的相同性证明 

由于已经猜测出逆矩阵 1
,( )n i j n nA b

 的元素 ,i jb 具有两个不同的表达形式(3.6)和(3.11), 因而这两个表

达形式应该相等, 也就是应该有 

定理 3.4  ([55, Theorem 5.1]) 对于 1i j≥ ≥ , 
1

2
1

1 1 2 1
0

( 1) C C

j

l l i
j l i l i j

l

j
C

i

 
  


     



  .                            (3.13) 

要证明定理 3.4, 那是相当不易的. 经过多次尝试, 并且根据最近几年在 Catalan 数方面积累的知识, 

我们寻找到了证明定理 3.4 的方法.  

为了将等式(3.13)左边的 Catalan 数换掉、消去、或变成其它容易处理的形式, 回想起 Catalan 数的一

个积分表示(1.4). 这也许是积分表示(1.4)建立后的第一个应用. 在等式(3.13)左边使用 Catalan 数的积分表

示(1.4)后, 得到  
1 1

2 2
4 1

1 1 10
0 0

1 4( 1) C [ ( 1) C ]d
2

j j

l l l l i l
j l i l j l

l l

xC x x
x

    
      

 
     

 

   
   

1 1
2 2 1 23 1 3 14 4

2 22 2 2 2

0 0
0 0

( ) ( )( 1 )!1 1 1 1 1 4(4 ) [ ( ) ]d (4 ) [ ( ) ]d
2 ( 1 2 )! ! 2 (1 ) !

j j
j j

i il ll l

ll l

j l
x x x x x x

j l l x j l x

    
         

 

     
        

3 1 3 14 1
2 2 2 2

2 1 2 10 0

1 2 1 21 4 4 1(4 ) ( , ;1 ; )d (1 ) ( , ;1 ; )d
2 2 2 2 2 2

ii ij j j j
x x F j x t t F j t

x t
        

   . 

也就是说, 使用 Catalan 数的积分表示(1.4)后, 等式(3.13)左边变成了一个积分, 这个积分的被积函数含

有超几何函数 2 1F . 由于因子
3 1
2 2(1 )it t  的存在, 也可以将此积分看做超几何函数 2 1

1 2 1( , ;1 ; )
2 2

j j
F j

t
  

的一个 Beta 变换. 如何计算这个被积函数含有超几何函数的积分？如何计算这样一个 Beta 变换？根据经

验, 我们知道计算这个积分或变换很难. 事实上, 我们还无法计算这个积分. 于是, 再次在 ResearchGate

网站上公开征解, 仍然没有得到满意、有用、奏效的答案和方法.  

稍后, 我们发现了论文[2]和文[41]的第 6 节中所列的其它文献. 在这些文献所包含的结果和方法的

启发下, 在数学软件 Mathematica 的计算结果之提示下, 我们猜测超几何函数 2 1

1 2 1( , ;1 ; )
2 2

j j
F j

t
   也

许等于某个初等函数. 若如此, 计算上述积分就变得可能容易一些.  

根据多年学术研究的经验和教训, 我们寄希望于所需要的结果已经存在, 并且就在某个地方躺着, 

只是需要找到它而已. 抱着这个想法和念头, 我们开始在几部庞大的数学手册中寻找. 经过多方努力, 

最终于 2017 年 3 月先后在[13, pp. 999~1000]和[30, pp. 442 and 449, Items 18.5.10 and 18.12.4]处发现了两

个公式: 

2 2 1

0

2 1
( )( 2 )1 2( ) ( 1 cos ) sin d

! ( 2 ) ( )
n

n

n
G t t t

n
 


    

 

   
   ,          (3.14) 

2 1 2

( 2 ) ( ) 1 1( ) ( , ;1 ; )
! ( ) 2 2

n

n

t n n nG t F n
n t

  
     


.                (3.15) 

其中 | | 1t  , 而 ( )nG t 表示由 

2
0

1( , ) ( ) , | | 1
(1 2 )

k
k

k

F t G t t
t

 
 

 





  
    

生成的 Gegenbauer 多项式. 在等式(3.14)和(3.15)中取 1n j  , 1  后, 我们非常幸运地得到 
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2 1 2

1 2 1( , ;1 ; )
2 2

j j
F j

t
   2 1

1 0

1 ( 1 cos ) sin d
2

j
j j

j
t t

t
  

 
   = 

1
2 2

1
1 20

( 1)
( cos ) sin d

2 1

j

j
j j

j t t
t t

  


 


 


1
12 2

1
11 20

0

( 1)
C ( ) cos sin d

2 1

j
j

l j l l
jj j

l

j t t
t t

  


  




 


  

1
12 2

1
11 2 0

0

( 1)
C ( ) cos sin d

2 1

j
j

l j l l
jj j

l

j t t
t t

  


  







 
1

12 22
1

11 2
0

( 1) 1( 1) 1( ) C ( )
12 1

j
lj

j l l
jj j

l

j t tt
t lt t









   


  

1 2

1
0

( 1) 11C ( )
12

lj
l l
jj

l

j t
t l






 


2 2

2

1 11 [(1 ) (1 ) ]
2 1

j j
j

t tt
t tt

    


, 

其中 0 | | 1t  . 这样, 我们得到了想要的结果.  

引理 3.5 ([55, Lemma 2.6]) 对于 0 | | 1t  和 j ,  

2 1 2

1 2 1( , ;1 ; )
2 2

j j
F j

t
  

2 2

2

1 11 [(1 ) (1 ) ]
2 1

j j
j

t tt
t tt

    


. 

后来有位内行专家告诉我们, 能够找到超几何函数 2 1

1 2 1( , ;1 ; )
2 2

j j
F j

t
   的上述初等函数表示是

极其困难的.  

根据超几何函数 2 1

1 2 1( , ;1 ; )
2 2

j j
F j

t
   的上述初等函数表示, 我们继续小心仔细、多方尝试地计算

下去, 得到 
3 11
2 2

2 10

1 24 1(1 ) ( , ;1 ; )d
2 2 2

i i j j
t t F j t

t
    

   

3 11
2 2

0

1 14 1(1 ) [(1 ) (1 ) ] d
2 2 1

i i j j
j

t t tt t t
t t t

      
   

2 1 1

0

2 1 1i [ (1 1 ) (1 1 ) ] d
2

i j
i j jt t

t t


     

 
2

2 10

2 i [(1 i ) (1 i ) ]d
(1 )

i j
j j

i
s s s s
s

 

    
   

2
2 i arctan 2 i arctan

2 10

2 i [( 1 e ) ( 1 e ) ] d
(1 )

i j
s j s j

i
s s s s
s

  
   

 
2

i arctan i arctan

0 12 2

2 i ( e e ) d
(1 )

i j
j s j s

j
i

s s
s

  

 
  




  

2

0 12 2

2 sin ( arctan ) d
(1 )

i j

j
i

s j s s
s

 

 



2

22

0 12 2

tan2 sin ( )sec d
(1 tan )

i j

j
i

t
jt t t

t



 
 




  

2
2

20

tan2 sin ( ) d
sec

i j

i j

t
jt t

t



 
2

2 12

0

2 sin cos sin( ) d
i j

i jt t jt t


  
   

2
2 12

0

2 [cos(( 1) ) cos(( 1) )]cos d
i j

i jj t j t t t


   
  . 

其中 i 是虚数单位. 
为了继续计算出明确的结果, 几经周折, 我们找到了 

引理 3.6 ([13, p. 399]) 当 ( ) 0v R 时,  

12

0
cos cos ( )d .

1 12 ( , )
2 2

v

v
x ax x

v a v avB


 

     

其中 ( , )B   是经典的 Beta 函数. 

根据引理 3.6 继续计算, 得到  
2

2 12

0

2 [cos (( 1) ) cos(( 1) )]cos d
i j

i jj t j t t t


    
   

2

2 2
2 [ ]

2 ( 2 ) ( , 1) 2 ( 2 ) ( 1, )

i j

i j i ji j B i i j i j B i i j



 
  

      



10                                           湖南理工学院学报(自然科学版)                                           第 33 卷 

 

1 1 1[ ]
2 ( , 1) ( 1, )i j B i i j B i i j


    

(2 1) (2 1)1 [ ]
2 ( ) ( 1) ( 1) ( )

i j i j
i j i i j i i j

       
        

 

1 1(2 1)![ ]
( ) ( 1) ( 1) ( )

i j
i i j i i j

   
       

 

1 1(2 1)![ ]
( 1)!( )! ! ( 1)!

i j
i i j i i j

  
   

1
2 1Ci
i j

j
i


  . 

至止, 我们完整地证明了定理 3.4.  

3.9 四个恒等式的证明 

当经过千辛万苦证明了定理 3.2 和定理 3.4 之后, 再来证明恒等式(3.7)至(3.10)就易如反掌了. 恒等式

(3.7)至(3.9)的证明均来自于矩阵方程 1 1
n n n n nA A A A I   的具体展开, 参看[55, Theorem 5.2]及其证明. 恒等

式(3.10)的证明来自于综合(3.6)、定理 3.4 和方程(3.12)的数学归纳法证明过程, 参看[55, Theorem 5.3]及其

证明.  

3.10 一个新的反演定理 

在组合论中, 最基本、最简单的反演定理之一是 

0

C
n

k
n n k

k

s S


  当且仅当
0

( 1) C
n

n k k
n n k

k

S s



  , 

其中{ , 0}ns n≥ 和{ , 0}nS n≥ 是两个复数列.  

实际上, 组合论中的每个反演定理对应于一个下三角可逆矩阵及其(下三角)逆矩阵. 因此, 根据矩阵

nA 和它的逆矩阵 1
nA 的表达式, 我们可以得到一个新的反演定理.  

定理 3.5 ([55, Theorem 4.3 和 Remark 6.2]) 对于 1n k≥ ≥ , 设 ks 和 kS 是两个不依赖于 n 的序列, 那么  

1

C
n

n k
n k k

k

s S



   

当且仅当 

1
2 1

1

( 1) C ( 1)
n

n n k
n n k k

k

nS ks
 



   . 

定理 3.5 已在[32, 46, 47, 53]和相关文献中得到引用和应用.   

3.11 研究成果与已知结果的关系 

当完成一项研究的时候, 最好能够找到新结果与以前已有结果的关系, 并进行比较、对比、联系、应

用等. 在[55, Remark 6.3]中, 我们考虑了这个事项.  

恒等式(3.7)重新发现了[67, p. 2187, Theorem 2, Eq. (15b)]. 恒等式(3.7)是在恒等式(3.13)中取 i j 
的特殊情况. 也就是说, 恒等式 (3.13)推广了恒等式(3.7)和[67, p. 2187, Theorem 2, Eq. (15b)]. 

当在恒等式(3.8)中取 1j  时, 我们可以推导出在[16, p. 322, Theorem 12.1]中的恒等式  
1

2
1

1
1

( 1) C , 1

n

r r
n n r n r

r

C C n

 
  


  



  ≥ .                         (3.16) 

恒等式(3.16)也被[27, Theorem 1]中的第三个式子所推广. 恒等式(3.7)已在文[4]中进行了推广.  

4 文后说明与致谢 

作者曾经于 2017 年 6 月 22 日在昆明理工大学理学院、于 2017 年 7 月 17 日在苏州西交利物浦大学

主办的 International Workshop on Understanding and Mitigating Data Uncertainty in Smart Systems上、于 2017

年 7 月 22 日在佛山科技学院承办的全国不等式研究会第 8 次学术会议上、于 2018 年 12 月 17 日在高雄

师范大学以学术报告的形式讲述过该项研究的过程和结果.  

为 2017 年 10 月 20 日于内蒙古民族大学数学学院所作的一次学术报告, 作者特意准备了一篇演讲稿. 
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本文的基本结构就是在特意准备的演讲稿之基础上进行些微的修订而成.  

在此特意向昆明理工大学、内江师范学院的何圆博士、苏州西交利物浦大学的韩籍教师 Sanghyuk Lee

博士、内蒙古民族大学的席博彦教授、台湾中山大学的姚任之教授、高雄师范大学的林英哲、杜威仕教

授等许多同仁表示感谢, 感谢他们的热烈邀请和盛情款待.  

还要感谢罗见今和王小元两位先生于 2018 年 3 月 14 日帮助证实文献[61]的准确信息. 
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