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摘  要: 以往研究中求静电场电势时, 主要是求解均匀电介质的泊松方程, 缺少对介电系数非均匀效应的分析. 本文

针对非均匀电介质的修正泊松方程进行求解, 并研究非均匀介电系数对电势分布的影响. 首先采用高效准确的谱方法求解

器对极坐标系下的泊松方程进行求解, 在较少的网格点下数值解能与理论解吻合良好. 随后, 对均匀介质泊松方程求解非

均匀介质的电势分布所引入的误差进行研究, 发现介电系数存在径向和周向梯度时均会产生误差, 且周向梯度影响更明显, 

同时会破坏精确解原始的分布特性. 最后, 准确求解了非均匀电介质的电势分布, 发现周向梯度对电势分布的影响更为显

著, 并发现电势分布在介电系数梯度趋于无穷时的渐进解.  
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Abstract: Previous studies mainly solved the Poisson equation for homogeneous dielectric when solving the electrostatic 
potential field and lack the analysis on the inhomogeneous effect of the dielectric coefficient. In this paper, we turn to solve the 
modified Poisson equation for inhomogeneous dielectric and investigate the effect of the inhomogeneous dielectric coefficient on 
the electric potential field. First, we develop an efficient and accurate spectral-method-based solver for the Poisson equation in the 
system of polar coordinates, and get excellent agreement between numerical and analytic solutions with small grid number points. 
Next, we focus on the error brought by solving the electric potential field with inhomogeneous dielectric when using the 
homogeneous-dielectric-based Poisson equation. We find that this error exists with the gradient of the dielectric coefficient in either 
radial or circumferential direction. Furthermore, this error is more contributed by the circumferential gradient than the radial 
gradient of the dielectric coefficient, which would break the distribution characteristics of the original accurate solution meanwhile. 
Finally, we accurately solve the electric potential field with inhomogeneous dielectric, find that the circumferential gradient is more 
significant than the radial gradient and obtain the asymptotic solution with the gradient of the dielectric coefficient approaching 
infinity.  
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0 引言 

静电学在工程中有诸多应用, 如静电场探测系统[1]、静电屏蔽技术[2]等. 在静电场的计算模拟中, 电势

求解是关键的一环. 由于均匀电介质中静电场高斯定理可以转换为泊松方程[3], 因此静电场不用求解复杂

的麦克斯韦方程, 而只需求解二阶椭圆型偏微分方程. 泊松方程常见的数值求解方法包括有限差分法[4]、

谱方法[5]、有限元法等.  
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谱方法相比于有限差分法、有限元法而言, 其特点之一是用于近似的基函数不是局部点的低阶多项式, 

而是全局多项式[6](如 Legendre 多项式、Chebyshev 多项式). 当方程解光滑时其收敛速度很快, 可以在较少

的网格点上实现高精度数值模拟[7, 8], 适合于泊松方程的高效准确求解. 谱方法一般分为三类[9]: 谱-Galerkin

法、谱配置法和谱-τ法. 其中谱配置法将偏微分方程转换为矩阵方程, 且对于 Chebyshev 多项式其配置点

可显式给出, 因此无论从计算效率还是编程复杂度而言都是较优的选择. 对于泊松方程来说, 若在极坐标

系下求解, 谱方法可以直接给出电势在径向和周向的变化, 但需要额外处理方程在极坐标系原点奇异的

问题. 目前主要有两种解决方法, 一种是构造奇点处的特殊边界条件[10, 11], 另一种则是选取合理的配置点

(如 Chebyshev-Gauss-Radau 配置点)来避开奇点位置[12, 13]. 本文采用第二种奇点处理方式, 建立了极坐标

系下的泊松方程谱方法求解器.  

虽然对均匀电介质而言静电场高斯定理可以转化为泊松方程, 但对于非均匀电介质, 原方程将多出

介电系数的空间梯度项, 若此时仍用原始泊松方程进行求解, 将会引入误差, 且误差随介电系数的空间梯

度增大而增大. 非均匀电介质在实际中也有对应情况, 如存在介质分界面(水-空气)或介质本身连续非均

匀. 因此电介质非均匀的情形无论是理论研究还是实际应用都有一定价值. 然而目前较少有研究直接关

注非均匀介电系数对电势的具体影响机制, 尽管近年有部分研究者注意到对修正泊松方程进行求解更符

合实际(如 Nagel[14]的工作), 但并未对介质非均匀如何影响电势分布进行研究与分析. 本文基于谱方法求

解器对非均匀电介质的修正泊松方程进行求解, 主要研究电介质非均匀时仍采用原始泊松方程求解而引

入的结果误差, 以及电介质非均匀对方程解的影响.  

1 极坐标系下修正泊松方程的求解 

静电场高斯定理的微分形式为  

( )       .                                            (1) 

其中 为电势,  为电荷密度,  为介电系数. 若在真空中或电介质空间分布均匀, 介电系数可从梯度算

子中提出, 式(1)便化为标准的泊松方程. 但对于电介质非均匀的情况, 式(1)便转化为 

2 1+
        .                                  (2) 

式(2)等号左端第二项即为电介质非均匀时的额外项, 若忽略此项并按原始泊松方程进行求解, 将会

引入误差. 下面推导修正泊松方程(2)在极坐标系下的形式, 并给出谱配置法的求解细节. 

极坐标系下, 梯度算子可写作径向和周向单位矢量的组合:  

1= re er r 
  
 
 

.                                   (3) 

将其代入式(2)并在等号两侧乘以 r2, 于是式(2)转化为 
2 2

2 2 2
1 22 2( )r r g r g rrr

    
 

        
  

.                        (4) 

其中包含 g1、g2 的项分别为介电系数在径向和周向梯度引入的额外项, 表达式为 

1 2
1 1,g gr

 
  
  
 

.                                    (5) 

为方便使用谱配置法, 本文只考虑 g1与 g2分别仅与 r和 θ有关的情况, 即 1 1 ( )g g r , 2 2 ( )g g  . 此

时式(4)左端系数已实现变量分离, 可将解 展开为基函数与各配置点处解的乘积的线性组合. 本文考虑

在去除极点的圆盘 0( 0 , ] [0, 2 )R   上求解式(4), 径向采用 Chebyshev 多项式展开, 同时为避开奇点, 采用

Chebyshev-Gauss-Radau 配置点 

2
cos ( ) ( 1,1], 0 ,1, ,

2 1j r
r

j j NN    


 .                          (6) 

在周向则采用 Fourier 展开, 配置点为
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2
[ 0, 2 ), 0 ,1, ,j

j j NN 


      .                              (7) 

注意到 r 与配置点 j 定义域不同, 因此采用坐标变换 

0
1 ,

2
r R                                         (8) 

此时式(4)转化为 
2 2

2 2 2
1 2 02 2

1(1 ) (1 (1 ) ) ( )
2

g g R           
            

  
.              (9) 

在径向与周向分别展开, 式(9)最终表示为矩阵方程的形式[15]:  
1

0 0

; 0,1, , , 0 ,1, , 1
r NN
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k k
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
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系数矩阵及源项矩阵的元素为 

2 (2) 2 (1)
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(1) (2)
2, , ,
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                        (11) 

其中径向一阶导数算子对应的离散矩阵元素 

2 2 2 2

(1)
, 2

( 1) 1 , ,
2 sin ( )cos ( ) cos ( )sin ( )
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2sin ( 2 )
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, 0.
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这里 

0
1 , cos ( ) , 1, 2, , , .
2 2 1i r

r
c c i i N N     


                         (13) 

径向二阶导数算子对应的离散矩阵 
(2) (1) (1)
r r rD D D .                                         (14) 

周向一阶、二阶导数算子对应的离散矩阵则跟 Nθ 的奇偶性有关, 这里给出 Nθ 为偶数时的离散矩阵, 

奇数情况参见文[9]:  
1

2
(1) (2)
, ,

( 1)1 ( 1) , ,1 ( 1) cot( ) , , 4 2sin2 .
2( 1)( 2)0, , , ,
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      (15) 

以上即为修正泊松方程的离散求解形式. 若要考虑 0r R 处的第一类边界条件, 只需在式(10)两侧减

去 0r R 处的源项值 F(BC)即可. 在本文中, F(BC) 的各元素可写作[15] 

(BC)
0 0ij i jF A  .                                     (16) 

对形如式(10)的矩阵方程, 可采用文[15]中的两步算法进行求解, 最终得到电势的离散解.  

2 原始泊松方程对非均匀电介质的电势求解误差研究 

若采用原始泊松方程对非均匀电介质的电势进行计算, 即忽略式(2)左端第二项, 则会引入误差, 本

节拟对此误差进行评估. 首先给出计算采用的参数条件. 为与解析解进行比较, 对解 2exp( )sinr   (单
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位: V)对应的修正泊松方程进行数值求解, 源项可通过将解析的电势解代入式(2)求出. 这里需要给定介电

系数的表达式以数值求出 . 本文拟分别考虑介电系数在径向和周向梯度下的影响, 并对径向部分舍去

高阶项而只考虑线性相关项, 因此给定如下表达式:  

3 0 1 2(1 )(1 sin )C C r C     .                                     (17) 

其中真空中介电常数 12
0 8.854 10 ( F / m )   , 正弦函数可使得介电系数 在周向为周期函数, 常数 C1 和

C2 其中之一为 0, 以满足式(5)中 g1 与 g2 分别只与 r 和 θ有关的条件. 取 3 3C  , 目的是在模拟的参数范围

内保证 0  以符合物理实际. 此外半径 0 1mR  .  

首先给出网格收敛性与程序准确性的验证. 取 rN N , 1 2 0C C  , 并定义数值解与解析解之差的

二范数为误差:  

analytic 2error || ||   .                                 (18) 

图 1给出了误差随网格点数 rN N 的变化情况. 不难看出, 

随着网格点数的增多, 误差呈指数级下降, 且仅需 10rN N 

时绝对误差就已下降到 910 量级, 即谱配置法仅需很少的网格

点就可以达到足够高的精度, 证明了此方法的优越性, 也验证

了本程序的准确性. 另外, 误差下降到一定程度后会出现反弹, 

这是由计算机误差累计引起的[16], 但此时误差已经足够小, 不

会对最终结果造成明显影响.  

随后, 对原始泊松方程(式(2)左端移去第二项)和修正泊松

方程(式(2))分别求解, 方程右端源项由解析解代入修正泊松方

程计算得到, 介电系数给定为式(17), 离散点数取 20rN  , 40N  . 图 2 给出了 1 10C  , 2 0C  时的解

析解、修正泊松方程解和原始泊松方程解. 可看出, 修正泊松方程解与解析解拟合良好, 但原始泊松方程

解却产生了偏离, 除 0  和180 外, 其余等势线相对于解析解均向外扩张, 且上下半平面分别越靠近

90  和 270 , 与解析解的差异越明显, 而在靠近 0  和180附近差异不明显, 即呈现出各向异性的

特性.  

以上是介电系数仅在径向分布不均的情况. 当介电系数仅在周向分布不均时, 图 3 给出了解析解和

C1=0, C2=0.1 时的原始泊松方程解(修正泊松方程解与解析解仍然吻合很好, 这里不再给出). 不难看出, 

介电系数周向分布不均时, 用原始泊松方程得到的解的等势线不仅发生了偏移, 还破坏了解析解关于Y
轴反对称的特点. 此外, 为评估原始泊松方程解与解析解的误差, 仍用式(18)进行计算. 结果发现 1 10C  , 

2 0C  和 1 0C  , 2 0.1C  时, 原始泊松方程的误差分别约为 1.21 和 19.07, 而修正泊松方程的误差在 1410

量级. 综合可知, 介电系数在周向存在很小的梯度( 2 0.1C  ), 就会使得用原始泊松方程求解造成比介电

系数存在较大径向梯度时( 1 10C  )求解更大的误差, 即介电系数径向梯度影响更显著.  

             
 
 

图 1  数值解与解析解的误差随网格点数的变化

图 2  C1=10, C2=0 时电势的解析解(云图)、 

修正泊松方程解(实线)、原始泊松方程解(虚线)

图 3  C1=0, C2=0.1 时电势的解析解(云图)、 

原始泊松方程解(虚线) 
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3 非均匀电介质对电势的影响 

本部分采用修正泊松方程(式(2))对非均匀电介质中的电势分布进行求解, 目的在于研究介电系数不

均匀程度发生改变时电势分布的变化, 从而表征电介质非均匀效应的影响. 与第 2 部分不同的是, 本部分

固定的是式(2)中的电荷密度 ρ 的表达式, 该表达式由 2exp( )sinr   , 3 0C  代入式(2)得到, 代表均

匀电介质下的电荷密度; 而变动的则是 表达式(17)中的常数 C1 或 C2, 从而解也是变动的, 于是可以评

估 C1 或 C2 对解的影响.  

图 4 与图 5 分别给出了 C2=0 时, 不同 C1 取值对 45  和 90  处电势沿径向分布的影响. 不难看

出, 介电系数径向梯度对 45  和 90  处的影响规律是相似的, 当 1 0C  即介电系数沿径向有正梯度

时, 电势下降, 且随 C1 的增大而下降更多; 而当 1 0C  即介电系数沿径向有负梯度时, 电势减小. 此外, 

当C1趋于无穷时, 电势分布有渐进解, 这是因为函数 1g 在C1趋于无穷时有极限 1
r , 代入式(2)可求出电势

的渐进解. 

             
 

 图 6 给出了 1 0C  时, 不同 C2 取值对 45  处电势沿

径向分布的影响. 可看出, 2 0C  时电势升高, 反之则降低. 

同时, 电势的变化相对于 1 0C  , 2 0C  时更明显, 如 1 0C  , 

2 0.5C  时最大电势可达到均匀介质( 1 2 0C C  )时的 13 倍

左右, 而 1 10C  , 2 0C  时最大电势与均匀介质的情况差异

很小. 这意味着周向的影响更为显著. 90  处电势分布规

律与图 6 相似, 这里不再给出. 此外, C2 趋于无穷时, 电势分

布也有渐进解, 但函数 2g 的极限 1
tan 在 0  及180时是

奇异的, 因此数值计算未能给出此时渐进解的分布.  

4 结论 

以往研究中静电场电势求解问题主要是求解均匀电介质的泊松方程. 本文针对非均匀电介质的修正

泊松方程进行了谱方法求解并研究介电系数非均匀的影响. 首先建立了高效准确的谱方法求解器, 在较

少的网格点下数值解就能与理论解良好吻合. 随后, 对采用原始泊松方程求解非均匀电介质的电势分布

而引入的误差进行了研究, 发现介电系数存在径向和周向梯度时均会产生误差, 其中有周向梯度时仍用

原始泊松方程求解不仅对电势数值的影响更大, 还会破坏精确解本身的分布特性(如关于 Y 轴的反对称特

性). 最后, 用修正泊松方程准确求解了非均匀电介质的电势分布, 并研究了介电系数的梯度(下转第 26 页) 

图 4  C2 = 0 时不同 C1取值对 θ = 45°处电势的影响及渐进解 图 5  C2 = 0 时不同 C1取值对 θ = 90°处电势的影响及渐进解

图 6  C1=0 时不同 C2取值对 θ = 45°处电势的影响


